
非线性光学

主讲：吴赛骏        saijunwu@fudan.edu.cn
助教：赵宇翔        yuxiangzhao21@fudan.edu.cn



选课须知

• 非线性光学：
– 理解光影响光的现象
– 运用光控制光的技术
– 光学前沿技术的基础原理

• 准备课程：力学，光学、量子力学

• 拓展课程：电动力学+原子物理+固体物理

• 课程较短，积极参加讨论



隔周日下午3-5点：JWC213
讨论/习题

每周四上午3-5节：H2201
课程

Office Hour:  每周日下午2-3点 
（提前预约）

主讲：吴赛骏   saijunwu@fudan
助教：赵宇翔   yuxiangzhao21@fudan

考核：
• 隔周作业: 30%，提供一些答案

提示，“认真、拓展”。
• 期末考试: 30%
• 期末论文及Pre: 40%

期末考试 (半开卷)

学期论文



Elearning 资料

2018讲义

每周更新









线性和非线性
线性系统

非线性系统

𝑥̇𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑓𝑓

𝑥̇𝑥 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾 + ⋯+ 𝑓𝑓

解析求解，精确预测：通过傅里叶或者拉普拉斯变换，转化为线性代数方程

解析解法：找到特解，在特解附近做微扰展开

稳定解附近可以线性化

不稳定系统的动力学分叉，混沌，…  无法预测，例如三体问题

我们的世界是非线性的 (经典，量子)



耦合线性振子和波动方程



非线性波

• 水波 (潮汐激流，孤子波, …)

• 声波 (冲击波，快坏掉乐器的谐波产生)

• 微波电路信号处理 (脉冲控制脉冲)

• …

• 光波？似乎总是独立传播
















=⋅∇
=⋅∇

+
∂
∂

=×∇

∂
∂

−=×∇

ρD
B

JDH

BE

0
t

t

电介质中的Maxwell方程

𝐁𝐁 = 𝜇𝜇0𝑯𝑯
𝐃𝐃 = 𝜀𝜀0𝑬𝑬 + 𝐏𝐏
𝜌𝜌 = 0
𝐉𝐉 = 0

• 局域束缚电子，无自由电子

• 绝缘体，半导体

• 介质透明的必要条件



电极化矢量场

• 𝐏𝐏(𝐫𝐫, 𝑡𝑡) = ⟨∑𝑙𝑙 𝐝𝐝(𝑙𝑙)(𝑡𝑡)𝜹𝜹 𝟑𝟑 (𝐫𝐫 − 𝐫𝐫𝑙𝑙)⟩

• 𝐝𝐝 𝑙𝑙 (𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝐪𝐪(𝑙𝑙)(𝑡𝑡) 是局域中性电荷体系的偶极矩,𝐪𝐪(𝑙𝑙)(𝑡𝑡) 是该处
电荷相对运动坐标。

• ⟨𝐝𝐝(𝑙𝑙)(𝑡𝑡)⟩ = ∫−∞
𝑡𝑡 𝛂𝛂 𝑡𝑡 − 𝑡𝑡′ 𝐄𝐄 𝐫𝐫𝑙𝑙 , 𝑡𝑡′ ,

因此⟨𝐝𝐝 𝑙𝑙 (𝑡𝑡)⟩ = 𝛂𝛂(𝜔𝜔)𝐸𝐸(𝐫𝐫𝑙𝑙 ,𝜔𝜔)

• 𝛂𝛂(𝜔𝜔) 是局域电荷体系的线性响应系数，用物质运动方程求解。



周期场的复表示

𝐄𝐄 𝐫𝐫, t =
1
2
∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝐄𝐄 𝐫𝐫,𝜔𝜔 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑐𝑐. 𝑐𝑐.

𝐏𝐏 𝐫𝐫, t =
1
2
∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝐏𝐏 𝐫𝐫,𝜔𝜔 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑐𝑐. 𝑐𝑐.

𝐄𝐄 𝐫𝐫,−𝜔𝜔 = 𝑬𝑬∗(𝐫𝐫,𝜔𝜔)

𝐏𝐏 𝐫𝐫,−𝜔𝜔 = 𝐏𝐏∗(𝐫𝐫,𝜔𝜔)

…

• 约定系数：
1
2
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电介质中的Maxwell方程

𝐁𝐁 = 𝜇𝜇0𝑯𝑯
𝐃𝐃 = 𝜀𝜀0𝑬𝑬 + 𝐏𝐏
𝜌𝜌 = 0
𝐉𝐉 = 0

𝐏𝐏 𝐫𝐫,𝜔𝜔 = 𝝌𝝌 𝐫𝐫,𝜔𝜔 𝑬𝑬(𝐫𝐫,𝜔𝜔)
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电介质中的非线性Maxwell方程

𝐁𝐁 = 𝜇𝜇0𝑯𝑯
𝐃𝐃 = 𝜀𝜀0𝑬𝑬 + 𝐏𝐏
𝜌𝜌 = 0
𝐉𝐉 = 0

𝐏𝐏 = 𝝌𝝌(𝟏𝟏)𝐄𝐄 + 𝝌𝝌(𝟐𝟐)𝐄𝐄𝐄𝐄 + 𝝌𝝌(𝟑𝟑)𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄𝐄 + ⋯

𝐝𝐝 𝜔𝜔 = 𝛂𝛂 𝜔𝜔 𝐄𝐄 𝜔𝜔 + 𝜷𝜷 𝜔𝜔;𝜔𝜔1,𝜔𝜔2 𝐄𝐄 𝜔𝜔1 𝐄𝐄 𝜔𝜔2 + 𝜸𝜸 𝜔𝜔;𝜔𝜔1,𝜔𝜔2,𝜔𝜔3 𝐄𝐄 𝜔𝜔1 𝐄𝐄 𝜔𝜔2 𝐄𝐄 𝜔𝜔3 + ⋯

超极化率
(hyperpolarizability)



如何实现非线性振荡？

e

An oscillatory electric field drive the
Displacement between electron and ion
thereby generating 𝐝𝐝 = −⟨𝑒𝑒𝐪𝐪⟩ 

• Drive the displacement of 
the swing from equilibrium

𝐪𝐪

𝐇𝐇 =
𝐩𝐩𝟐𝟐

2m
+ V 𝐪𝐪 + e𝐄𝐄 ⋅ 𝐪𝐪



• 方法一：强力，

• 方法二：共振，

𝜔𝜔0 = 2𝜋𝜋
𝑔𝑔
𝐿𝐿

𝜔𝜔

如何实现非线性振荡？

𝐹𝐹 ∼ 𝜂𝜂 × 𝑚𝑚𝑚𝑚

𝐹𝐹 = F0 sin(𝜔𝜔𝜔𝜔 + 𝜑𝜑), 𝜔𝜔 ∼ 𝜔𝜔0

F0 → F0𝑄𝑄, 𝑄𝑄 = 𝜔𝜔
Γ

阻尼

𝑞𝑞 𝑡𝑡 ≈ q0sin𝜔𝜔0𝑡𝑡 e−
Γ
2𝑡𝑡

用自由振荡性质定义本征频率和阻尼



让原子成为一个非线性振子

• 氢原子模型:  𝐸𝐸𝑎𝑎 ∼ 1010𝑉𝑉/𝑚𝑚

• 光电场: 

𝐼𝐼 = 𝑃𝑃
𝐴𝐴

= 𝜀𝜀0|𝐸𝐸|2𝑐𝑐 𝐸𝐸 ∼ 𝑃𝑃
𝜀𝜀0𝐴𝐴𝐴𝐴

= 𝜇𝜇0
𝜀𝜀0

1/4 𝑃𝑃
𝐴𝐴

= 377Ω × 𝑃𝑃
𝐴𝐴

𝑃𝑃 = 1𝑊𝑊, 𝐴𝐴 = 1𝜇𝜇𝜇𝜇 2, 𝐸𝐸 ≈ 2 × 107𝑉𝑉/𝑚𝑚

𝑃𝑃 = 1𝑊𝑊,是激光平均功率的合理值

e
𝐪𝐪

𝐇𝐇 =
𝐩𝐩𝟐𝟐

2m + V 𝐪𝐪 + e𝐄𝐄 ⋅ 𝐪𝐪

𝑍𝑍0 Vacuum 
impedance



Nobel Prize in Physics 2023

To Pierre Agostini, Ferenc Krausz 
and Anne L’Huillier "for 
experimental methods that 
generate attosecond pulses of 
light for the study of electron 
dynamics in matter"

(强场极限)

𝐸𝐸 ≫ 𝐸𝐸𝑎𝑎
脉冲光

𝑃𝑃 > 1010𝑊𝑊峰值功率



让原子成为一个非线性振子

• 𝑄𝑄 = 𝜔𝜔𝑒𝑒𝑒𝑒

Γ
∼ 108, 品质优越 

• 𝐸𝐸 ∼ 𝐸𝐸𝑎𝑎 → 𝐸𝐸𝐸𝐸 ∼ 𝐸𝐸𝑎𝑎, 𝐼𝐼𝑠𝑠 ∼
𝐸𝐸𝑎𝑎 2

𝑄𝑄2𝑍𝑍0
≈ 10 mW/cm2

Γ

|𝑒𝑒〉

|𝑔𝑔〉

𝐸𝐸 cos(𝜔𝜔𝜔𝜔 + 𝜑𝜑)

问题，

𝜓𝜓 = 𝑔𝑔 + 𝑒𝑒 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜔𝜔𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡)/ 2

⟨𝑑𝑑(𝑡𝑡)⟩ for free atom: 
“饱和光强”



𝛾𝛾(𝑛𝑛) ∼

n-阶超极化率的微扰计算基本方法 (复杂)

沈元壤 先生



从超极化率到宏观极化率 (相当繁琐)

𝜒𝜒(𝑛𝑛) ≈ 𝜂𝜂(𝑛𝑛)𝜌𝜌(𝐫𝐫)𝛾𝛾 𝑛𝑛 , n+1阶张量，3𝑛𝑛+1个分量 

𝑃𝑃𝜇𝜇 𝜔𝜔 ~

�
𝜔𝜔=∑𝜔𝜔𝑛𝑛

�
𝑎𝑎𝑗𝑗=𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧

𝜒𝜒𝜇𝜇𝑎𝑎1…𝑎𝑎𝑛𝑛
𝑛𝑛 𝜔𝜔;𝜔𝜔1, … ,𝜔𝜔𝑛𝑛 𝐸𝐸𝑎𝑎1 𝜔𝜔1 …𝐸𝐸𝑎𝑎𝑛𝑛(𝜔𝜔𝑛𝑛)

局域场修正因子

用法：

∇2𝐄𝐄 − 1
𝑐𝑐2
𝜕𝜕𝑡𝑡2 𝜺𝜺𝑟𝑟 ∗ 𝐄𝐄 ≈ 𝜇𝜇0𝜕𝜕𝑡𝑡2𝐏𝐏𝑁𝑁𝑁𝑁, 𝜺𝜺𝑟𝑟 = 1 + 𝜒𝜒(1)

非线性波动方程，耦合波方程…

𝐄𝐄(𝐫𝐫, t) =
1
2∑𝑨𝑨𝒋𝒋 𝒓𝒓, 𝑡𝑡 𝒆𝒆𝒊𝒊𝒌𝒌𝒋𝒋⋅𝒓𝒓−𝝎𝝎𝒋𝒋𝒕𝒕 + 𝒄𝒄. 𝒄𝒄.



本课程目标

• 面向核心机制，精简讨论

• 适当勾画细节

• 面向前沿技术



高效非线性频率转换
THz光源

啁啾脉冲放大/强场物理 高次谐波/阿秒脉冲 激光加速

量子光源

超快激光

光梳/光频标



History 
(Part of ppt from online material by 

other professors)



Pockels effect :
1893 by F. C. Pockels (Germany) 

对晶体施加电场，可以产生双折射
应用：高速光开关

电光效应

En∝∆
→ anisotropyisotropyglass,

Elliptically polarized beam



电光Kerr 效应: 

1875 by John Kerr
 

双折射率的变化和场强平方成正比

Linearly polarized beam

ω

Elliptically polarized beam

glass

2

anisotropyisotropyglass,
En ∝∆

→

V
John Kerr FRS 
(1824 – 1907) , 

Scottish physicist



折射率: 𝑛𝑛 = 𝑛𝑛0 + 𝑛𝑛2𝐼𝐼

光Kerr效应

Linearly polarized beam

ω

Kerr cell

Pumping beam



by C. V. Raman in 1928. 

拉曼效应

散射光频率出现分子振动频率边带

Nobel Prize in 1930

布里渊散射

散射光出现晶格声场频率边带

by Léon Nicolas Brillouin in 1922.

C. V. Raman
(1888-1970) 

Indian physicist

Léon Nicolas Brillouin
(1889-1969)

French physicist

http://en.wikipedia.org/wiki/File:L%C3%A9on_Brillouin_Solvay_conference_1927.jpg


连续激光的发明
• (1951)  V. A. Fabrikant “A method for the application of 

electromagnetic radiation (ultraviolet, visible, infrared, 
and radio waves)” patented in Soviet Union.

• (1958) Townes and Arthur L. Schawlow, “Infrared and 
Optical Masers,” Physical Review

• (1958) Gordon Gould definition of  “Laser” as “Light 
Amplification by Stimulated Emission of Radiation”

• (1960) Schawlow and Townes                                                         
U. S.  Patent No. 2,929,922 

• ***(1960) Theodore Maiman Invention of the first 
Ruby Laser

Theodore Maiman
1927-2007

American engineer 
and physicist 

• 增益介质

• 频率选择

• 受激振荡





第一个非线性激光实验



锁模脉冲激光

E t = E0 ∑𝑗𝑗 𝑓𝑓(𝑡𝑡 − 𝑗𝑗𝑇𝑇rep)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜔𝜔0𝑡𝑡 E 𝜔𝜔 = E0F 𝜔𝜔 �
𝑗𝑗

𝛿𝛿(𝜔𝜔 − 𝑗𝑗𝑗𝑗rep − 𝜔𝜔off)



超快非线性光谱学:
以时间分辨光谱探究物质运动规律

Bloombergen, Shen, Weiner, Mukamel, …  



连续激光：（非线性）精密光谱 

Schawlow, Hansch, …

饱和吸收，光学泵浦，激光冷却，…



The Nobel Prize in Physics 1981 was divided, one half jointly to Nicolaas
Bloembergen and Arthur Leonard Schawlow "for their contribution to the 
development of laser spectroscopy" and the other half to Kai M. Siegbahn 
"for his contribution to the development of high-resolution electron 
spectroscopy"



“For his studies of the transition states 
of chemical reactions using 
femtosecond spectroscopy"

Nobel Prize in Chemistry 1999飞秒化学



VISIBLE UVIRFIR
VUVMW Γ-rays

X-rays
ω

• 非线性频率变换极端重要

激光频率合成, 功率放大

• 激光工作介质带宽有限



二阶非线性晶体极端重要：中国贡献 LBO, BBO, KBBF,…

陈创天 教授
1937-2018



梦想：直接测量光学频率



从微波到光波的非线性频率合成







通过将𝑓𝑓off𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠锁定到 𝑓𝑓𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟, 并以原子标准稳定𝑓𝑓𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟, 光梳所有的梳齿频率就都完全确定了











华东师大 马龙生教授                                            科罗拉多大学 叶军教授

在光梳相关技术方面，马龙生老师和叶军老师做出了关键贡献



单个阿秒脉冲的产生

(强场极限)

𝐸𝐸 ≫ 𝐸𝐸𝑎𝑎
脉冲光

𝑃𝑃 > 1010𝑊𝑊峰值功率



Ultrafast Laser
Mode lock basic

Chirped Amplification

Lasers with shorter duration and larger peak power (1015W!!!)

饱和吸收镜

钛蓝宝石(宽带增益)



Nobel Prize in Physics, 2017

“For groundbreaking inventions in the field of laser physics”



激光加速 ：桌面上的粒子加速器  (基础和应用)

Laser Acceleration



量子光学和非线性光学

“For experiments with entangled photons, 
establishing the violation of Bell inequalities 
and pioneering quantum information science



v

• 利用多普勒效应进行速度选择

•  基于反冲动量的减速

• 速度选择吸收 – 减速 - 自发辐射 循环

• 目前唯一一种把室温下物质冷却到

    微开量级的实验手段

激光冷却原理 (基本图像)

Hänsch and Schawlow 1975
Wineland and Dehmelt 1975

Γ

Typically sub-mK



1988
亚多普勒冷却发现
NIST

1989
亚多普勒冷
却理论解释
ENS

1995
玻色爱因斯坦凝聚
NIST/MIT

1999
原子喷泉钟
NIST

1997
诺贝尔奖
激光冷却

2001
诺贝尔奖
BEC

1987
第一个MOT
Bell 实验室

……

𝑻𝑻~𝐧𝐧𝐧𝐧, 𝐯𝐯~𝐦𝐦𝐦𝐦/𝐬𝐬
可极大地抑制多
普勒效应，增加

观测时间
提高光谱精度

2016
铷原子钟
天宫二号

激光冷却发展
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