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线性量子光学-I

吴赛骏∗

复旦大学物理系，上海 200433, 中国。

本文档随教学进程跟新。

在上节课介绍自由化量子光场的联合光子计数，光场的强度关联函数，散粒噪声等问题。其中光

测量的引入过程中我们考虑了光电效应的量子力学微扰计算。运用的哈密顿量是

H = −
∑
s

E(rs) · ds� (1)

这儿 ds 是物质体系位于 rs, s = 1, ..., N 的局域电偶极算符。

式 (1) 哈密顿量可对量子光场和物质相互作用进行比较一般的描述。借用式 (1), 在上节课以前我
们已经考察了

1) 量子化自由光场和预设运动下”经典振荡偶极子“的相互作用，对应的光和物质相互作用哈密
顿量可以写为：

H = −
∑
s

E · ⟨ds⟩ (2)

我们发现，和诸位同学的手机天线电路微波辐射一样，偶极子的经典集体运动
∑

s⟨ds⟩驱动光场相干态
的产生。

2) 将量子化自由光场的状态“限制为”预设的相干态，获得“半经典量子光学”哈密顿量:

H = −
∑
s

⟨E⟩ · ds (3)

这样我们就可以描述在经典场 ⟨E⟩ = E(α, α∗) 驱动下的单原子 (s = 1) 或者多原子 (s = 1, ..., N) 电偶
极运动动力学。我们还考察了驱动单个二能级原子的动力学，Bloch 球动力学，原子钟，等等。
此外，我们还给出了激光是光场相位 U(1) 对称性自发破全, 形成相干态的“玩具模型”证明。
上述讨论在特定问题及相应的特定时间和空间尺度上通过抓住主要矛盾，有效化简式 (1) 哈密顿

量，形成简单局面，深化我们对光和物质相互作用的理解。然而另一方面，在描述更加复杂的问题时，

上述模型则变得不足。为此，我们需要结合具体问题，更加小心的从式 (1) 哈密顿量中提取有效相互作
用，形成针对具体问题的合理近似。

例如，在下下节课，我们会考察二能级原子和（多模）真空光场的相互作用，引入开放系统的随机

波函数方法并考察多能级原子在连续测量下的量子演化和光学响应。在本课程最后部分，我们会考察

二能级原子和单模量子光场的相互作用的一般规律（第一激发态动力学已经在第二讲讨论了）。

本节课，我们要考察的内容，在上述知识体系框架下，是量子光场和“经典介质”的相互作用。不

同于式 (2) 中被“规定”运动方法的“经典振荡偶极子”，本节课中我们考虑的“经典介质”是宏观电
介质，由不同折射率的玻璃构成的反射镜，透镜，分束镜，甚至是光纤波导等构成，统称为“线性光学

元件”。这些元件的动力学由入射的光场决定，而响应方法则完全由其折射率 n 决定。这些经典元件对

量子光场的作用，最直接的计算方法是重新求解 Maxwell 方程的模式函数，进而以新的模式函数对光
场量子化。然而对于开放空间中稀疏放置光学元件和光场地相互作用，更加方便地方法是将相互作用

在海森堡绘景下“吸收”到光场模式演化，进而由模式函数变换矩阵刻画相应的输入输出算符变换。
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I. 光场的线性光学变换

A. 电介质光场的量子化

图 1. Quantization of Electro-magnetic field in presence of loss-less dialectrics, i.el, transparent glasses.

1. 电介质自由度的绝热消除 (可跳过)

这个我们上一讲中没有讲到，这儿补一下。

事实上，从式 (1) 出发，如果我们需要考虑的光场较弱，远离物质激发共振，那么物质激发可能完
全由当前的光场决定。

我们考察式 (1)对应算符的海森堡运动方程。为强调算符属性，本小节我们把算符变量的帽子 ˆ加

上。考虑物质中位于 r 的偶极子 d̂(t) =
∑

eg d̂eg(t)e
−iωegt + h.c.，d̂eg(t) = degσeg(t) 是电偶极升算符。

光场电场算符为 Ê(r, t) =
∑

j Ê(+)
j (r, t)e−iωjt +h.c., Ê(+)

j (r, t) = Ej(r)âj(t) 是单模正频电场算符 – 注意
由于有电偶极相互作用，升算符 σ̂eg = σ̂eg(t) 及光场湮灭算符 â = â(t) 在海森堡绘景下都会变化 – 以
下一个重要假设是这种相互作用导致的变化是缓慢的。

在弱激发条件下，原子基本上总是处于稳定基态:⟨
[d̂eg(t), d̂ge(t)]

⟩
= ⟨degdge(|e⟩⟨e| − |g⟩⟨g|)⟩ ≈ −dgedegρg (4)

注意: 上式最后我们设基态布居 ⟨g|ρ̂|g⟩ = ρg ≫ ρe, 是为弱激发。为不失一般性，我们还假设原子体系
可能存在不止一个基态 |g⟩, 只是假设 ρg 不随时间变化。

我们有电偶极算符的海森堡运动方程，

ih̄
d
dt d̂(t) ≈

∑
j,e,g

−ρgdgedeg(Ê(+)
j (r, t)e−i(ωj−ωeg)t + Ê(−)

j (r, t)ei(ωj+ωeg)t) + h.c. (5)
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而对于 Ê(+)
j (r, t) 来说，其方程我们暂不写出，仅假设其缓变, 即在 δt ∼ 1/|ωj ± ωeg| 时间尺度上

几乎没有变化，那么通过分部积分即可得到：

d̂(t) ≈ d̂(0) +
∑
j

(
α(ωj)Ê(+)

j (r, t)(e−iωjt − 1) + α(−ωj)Ê(−)
j (r, t)(eiωjt − 1) + h.c.

)
,

=
∑
j

(α(ωj) + α∗(−ωj)) Ê(+)
j (r, t)e−iωjt + h.c.+ slow terms

(6)

其中有线性极化率 (注意我们记号出现简并。这里的 α 不是相干态振幅了)

α(ω) =
∑
e,g

ρg
dgedeg

h̄(ωeg − ω)
(7)

式 (6) 说明，在远失谐，弱激发极限下，原子偶极算符光频振荡的演化完全由当前外场“即时决定”。
注意到从式 (1) 到式 (6)，其中关键步骤是式 (4) 近似。更加细致的分析表明，该近似对应于假设

ρg 是一个在光场缓慢变化过程中的“绝热不变量”，因此式 (6) 又称为对电偶极自由度的绝热消除。
如果粒子密度充分大, 且位置 rs 存在充分的随机性，那么原子密度分布 ρ(r) =

∑
s δ

(3)(r − rs),
⟨ρ(r)⟩λ3 ≫ 1 可以等效为连续，相应极化率 χ(ω, r) 在我们关心的光学波长尺度上是光滑函数。这个连
续统假设对常规固体和常压气体来说，在 λ ∼ 1 µm 的光学波段，都是成立的。光场的连续体宏观传播
动力学由宏观 Maxwell 方程描述，相对方便。为考察自由场 Ê(r, t) 在透明电介质线性响应扰动下的动
力学，我们可以引入等效相互作用哈密顿量

Heff = −ε0
∫

d3r
(∑

j

χ(ωj , r)Ê(+)
j (r, t)e−iωjt + h.c.

)
· Ê(r, t),

χ(ω, r) ≈ ⟨ρ(r)⟩ 1
ε0

(α(ω) + α∗(−ω))

(8)

注意到在式 (8) 本构关系中我们运用了 “≈”。这是因为 Ê(+)
j (r, t) 缓变假设要求 χ(ω, r) ≪ 1。如果该

条件不满足，则自由场模式函数 Ej 决定的 Ê(+)
j (r, t) 算符按照 Heff 的演化不再缓变，形成矛盾。这个

情况下，我们需要针对介质分布，重写求解模式函数（见下一小节），并对“我们关心的光场模式”确

立缓变条件。这个过程牵涉到一个构建本构关系过程中的重要细节：将散粒介质等效为连续介质过程

中粒子间稳态偶极-偶极相互作用的正确处理，感兴趣的同学可以调研一下“局域场近似”。
最后就式 (6) 再讨论一下：
1) 对于我们关心的光场模式来说，式 (6) 近似在 δt ≫ 1/|ωj ± ωeg| 的慢时间尺度上成立。由式

(7), 该要求同时保证了 α(ω) 在 1/δt 频率尺度上是缓变函数。

2) 从式 (5) 出发，我们还可以通过对 d̂(t), Ê(r, t) 傅里叶变换，获得严格的线性关系

d̂(ω) = (α(ω) + α∗(−ω))Ê(r, ω) (9)

和式 (6) 相比，这个频域的线性关系并不直接将 d̂(t), Ê(r), t)“即时性质”联系起来，有时候并不好用。
3) 注意上述分析中我们并没有考虑不同基态（或者说稳定态）之间的相干性，结合相应 Ê(+)

j (r, t)
海森堡方程的细致分析可以看出，如果多频光场多个基态能级产生共振（拉曼共振），则 α(ω) 在多光

场影响下可能成为存在强烈色散的张量 (即 α(ω) 随 ω 快速变化)，而式 (6) 近似在长时间上会随着拉
曼相干演化而被破坏。
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2. 本征模式展开

如果电介质是连续的，即 χ(ω, r) 是一个在我们关心的光学波长尺度上是光滑函数，则鉴于式 (9)
线性关系, 我们可以引入电位移矢量场

D(r, t) = ε0
∑
ω

(1 + χ(r, ω))E(r, ω)e−iωt. (10)

同时引入磁场强度 H = 1
µ0

B。电磁场系统的总哈密顿量可以写为

Hdialec =

∫
d3r (D · E + B · H) (11)

我们可以直接对式 (11) 以电介质体系的本征模式重新展开：

E(r, t) =
∑
j

Ẽ(r)e−iω̃jtãj + h.c. (12)

本征模式函数满足介质中的波动方程

∇×∇× Ẽj + ε(ω̃j , r)
ω̃2
j

c2
Ẽj = 0 (13)

及相应边条件，而 {Ẽj} 是该函数空间的正交完备函数集。我们有正交条件:∫
d3r ε(ω̃j , r) Ẽ∗

j (r) · Ẽk(r) =
h̄ω̃j

2
δjk (14)

这儿 ε(ω, r) = 1 + χ(ω, r) 是相对介电常数，我们常常令

n2(ω, r) = 1 + χ(ω, r) (15)

B. 输入输出关系

从式 (12)，我们原则上可以刻画任意透明电介质体系的量子光场。然而运用式 (12) 的困难在于模
式函数可能非常复杂，且随具体介质分布 χ(ω, r) 多变，不利于实际应用。

而如图 (2) 所示，现实生活中常常是我们关心的光场基本是在自由空间传播，仅在很小的区域和
电介质形成局部相互作用，特别是被精心设计的透镜，反射镜，分束镜，光纤波导，光栅，等光学元件。

因此，我们希望用自由空间的光场模式函数来描述我们的光场，并将光学元件对光场的作用以输入输

出关系表达。为此，我们利用本征模式 Ẽj 来合成出时长为 T , 在 t≪ −T 时沿着 z 方向传播的“脉冲
光场”模式, El(r, t≪ −T ) =

∑
j S̃lj Ẽj(r, t)，其中 S̃lj 为合成系数。注意此时该“脉冲光场”完全是自

由传播 (图 (2))。我们接下来考虑该脉冲光场在 t = 0 时刻附近和位于 z = 0 附近的光学元件相互作

用，不难得到

El(r, t≫ T ) =
∑
m

(
S†)

lm
E ′
m(r, t) (16)

这里
(
S†)

lm
= S∗

ml。S 是和 S̃lj 及接下来要介绍的 S̃′
mj 构造系数相关的线性光学变换矩阵，由波动方

程式 (13 ) 及边条件决定的正交模式函数 (14) 决定。
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图 2. Input-output relation through transformation of “pulsed” fields.

同理，我们还可以利用本征模式 Ẽj 来合成时长为 T , 在 t ≫ T 时沿着 z 方向传播的“脉冲光场”
模式, E ′

m(r, t ≫ T ) =
∑

j S̃
′
mj Ẽj(r, t), S̃′

mj 为另一种和上述 S̃lj 相关，经仔细调节后的合成系数，那么

我们可以反推 t≪ −T 时候的光场模式

E ′
m(r, t≪ −T ) =

∑
l

SmlEl(r, t), (17)

由式 (13 )(14)，模式变换矩阵 S 是幺正矩阵，S†S = SS† = 1。

由式 (16)(17)，我们可以就“我们关心的光场模式”，对电场算符展开

E(r, t) =
{ ∑

l El(r, t)al + h.c., for t≪ −T∑
m E ′

m(r, t)bm + h.c., for t≫ T
(18)

其中，基于模式函数变换对应升算符变换的原则，

a†l =
∑
m

S†
lmb

†
m =

∑
m

S∗
mlb

†
m,

b†m =
∑
l

Smla
†
l

(19)

按照式 (18), 我们已经将时空分成”输入端“和”输出端“，在 t≪ −T 的输入端，我们希望用含
时模式 {El(r, t)} 及相应 {al, a†l } 描述光场。在 t≫ T 的输出端，我们希望用含时模式 {E ′

m(r, t)} 及相
应 {bm, b†m} 描述光场。我们可以在输入端构造输入光子态:

|ψin(t≪ −T )⟩ = f(a†l )|V ⟩ (20)

则式 (19) 关系允许我们方便的构造出薛定谔绘景下的输出端光子态:

|ψout⟩ = |ψin(t≫ T )⟩ = f(
∑
m

S∗
mlb

†
m)|V ⟩ (21)
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用于计算输出端观测量 Oout(bm, b
†
m) 的期待值。

反过来说，我们可以在输出端构造光子态:

|ψout(t≫ T )⟩ = g(b†m)|V ⟩ (22)

则式 (19) 关系允许我们反推相应的输入端光子态:

|ψin⟩ = |ψout(t≪ −T )⟩ = g(
∑
l

Smla
†
l )|V ⟩ (23)

用于计算输入端观测量 Oin(al, a
†
l ) 的期待值。

C. 等效输入输出关系

从上述含时演化分析不难看出，在计算输入输出观测量的时候，我们可以结合式 (19) 等效忽略含
时演化, 直接规定，

|ψ⟩in = |ψ⟩out (24)

具体来说，对于输出端 |ψ⟩in = f(a†l )|V ⟩，输出态可以写为

|ψ⟩out = f(
∑
m

S∗
mlb

†
m)|V ⟩ (25)

反过来说，输出端 |ψ⟩out = g(b†m)|V ⟩ 对应于输入态

|ψ⟩in = g(
∑
l

Smla
†
l )|V ⟩ (26)

另一方面，对于输入端观测量 Oin,A(al, a
†
l ), 输出端观测量 Oout,B(bm, b

†
m), 我们分别可以表达为输出端

和输入端的算符函数：

Oout,A(bm, b
†
m) = Oin,A(

∑
m

Smlbm,
∑
m

S∗
mlb

†
m),

Oin,B(al, a
†
l ) = Oout,B(

∑
l

S∗
mlal,

∑
l

Smla
†
l ),

(27)

式 (19) 及式 (24) 是线性量子光学的重要关系。依据相应式 (25)(26) 及式 (27) 变换，任何观测量
Oin 或 Oout 的推导计算均可以选择在输入端或者输出端展开，方便有利即可。

D. 回顾：杨氏干涉（可跳过)

上述线性变换也可以用于自由空间传播,只是需要注意，自由空间传播相应的模式变换矩阵 Slm 虽

然简单（常常就是基于惠更斯原理或者夫浪和费衍射)，但常常是无穷维的。此外，如果有光阑损耗，仍
可以将透射部分提取出来进入分析，损耗部分不分析即可。
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图 3. Field transformation in Young’s double-slit setup.

E. 线性光学变换矩阵

已经提到，线性光学由折射率变化导致，相互作用的厄密性保证了变换矩阵 S 为酉矩阵：

S†S = SS† = 1,∑
m

S∗
lmSl′m =

∑
m

SlmS
∗
l′m = δll′

(28)

1. 2× 2 分束器基本单原

考察图 (4a) 所示分束器，这种分束器由左下和右上两块玻璃构成，分束界面是 45 度接触面。光
学技术可以通过镀膜，使得正入射的 E1,2, 正出射 E ′

1,2 在直角界面处没有反射。分束器的模式变换矩阵

可以写为：

S =

[
t r

−r∗ t∗

]
(29)

其中 |t|2 + |r|2 = 1 保证幺正性。

我们当然可以考虑两个模式的“自由传播”

Sf (φ1,2) =

[
eiφ1 0

0 eiφ2

]
(30)

通过一段自由传播，可以重写式 (29) 为 S = S′Sf , 得到

S′ =

[
cos(θ) sin(θ)eiφ

−sin(θ)e−iφ cos(θ)

]
(31)
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图 4. Examples of 2×2 beamsplitters. Fig. (a) gives basic beamsplitter. Figs. (b-d) gives “composite” beamsplitters:
(b) Michelson Interfromater; (c) Sagnac Interferometer; (d) Mach-Zendher Interferometer.

其中透射系数 t = cosθ 为实数。
进一步可以证明，结合自由传播, 分束器矩阵式 (29) 总可以表达为 S = Sf1S

′Sf2, 使得

S′ =

[
cosθ sinθ
−sinθ cosθ

]
(32)

约化为单参数的实矩阵。或者以纯虚数为非对角元的对称矩阵，

S′ =

[
cosθ isinθ
isinθ cosθ

]
(33)

当然，在反射率接近完美的极限下，我们有“完美”反射镜的变换矩阵：

Sm =

[
0 eiφ

−e−iφ 0

]
(34)

这儿的负号蛮有意思的, 可以讨论一下怎么测量。
实际运用式 (31)(32)(33)(34) 时，我们选择有利于推导和表达，方便的反射相位。

F. 2× 2 干涉仪的变换矩阵 - 复合分束器

如图 (4b) 的干涉仪光路是著名的 Mach-Zendher 干涉仪结构。设输入光场模式为 E1,2, 对应升算
符为 a†1,2, 输出模式为 E ′

1,2, 对应升算符为 b†1,2，变换矩阵可以很容易写出来：

SMZ = S2SfS1,

=

[
cosθ2 isinθ2
isinθ2 cosθ2

][
e−iϕ/2 0

0 eiϕ/2

][
cosθ1 −isinθ1

−isinθ1 cosθ1

]

=

[
eiϕ/2cosθ1cosθ2 + e−iϕ/2sinθ1sinθ2 ie−iϕ/2cosθ1sinθ2 − ieiϕ/2sinθ1cosθ2
+eiϕ/2sinθ1cosθ2 − e−iϕ/2cosθ1sinθ2 −ie−iϕ/2sinθ1sinθ2 + ieiϕ/2cosθ1cosθ2

] (35)

8



我们可以考虑 50/50 分束镜，θ1,2 = π/4，我们有

SMZ =

[
cosϕ/2 sinϕ/2
−sinϕ/2 cosϕ/2

]
(36)

如图 (4c)的干涉仪光路是著名的迈克耳孙干涉仪结构。注意这里输出模式 E ′
1,2 是输入模式 E1,2 的

原路返回。而同一个分束器 S 被运用了两次。还是假设这个分束器是 50%− 50% 分束，那么迈克耳孙
干涉仪的变换矩阵是

SMI = STSfS,

=

[
sinϕ/2 cosϕ/2
−cosϕ/2 sinϕ/2

]
(37)

注意，在上式推导中，我们认为第二次分束对应的变换矩阵 S′ = ST 为第一次 S 的转置，这是因为由

于反射镜的作用，第二次分束时光路顺序有了交换。这个细节可以体会一下 – 体会不出来问题也不大，
因为我们在迈克耳孙干涉结构中，我们总可以重写定义自由传播相位 ϕ，等效的重写 S′。

迈克耳孙干涉仪最著名的实验包括以太实验和引力波实验：

– 上个世纪初迈克耳孙试图运用萨尼亚克干涉仪测得获得地球相对于“以太”运动造成的相移 ϕ，

结果为零。

– 2017 年美国引力波天文台运用迈克耳孙干涉仪测量到引力波扰动造成的双臂光场差 ϕ。

如图 (4c)的干涉仪光路是著名的萨尼亚克干涉仪结构。和迈克耳孙干涉仪一样，这里输出模式 E ′
1,2

是输入模式 E1,2 的原路返回,因此分束器被运用了两次。然而不同于迈克耳孙干涉，这儿第二次分束相
当于两个光束互换后实现第一次分束的“时间反演”，因此 S′ = S，我们有

SSagnac = SSpSfS,

=

[
cosϕ/2 sinϕ/2
−sinϕ/2 cosϕ/2

]
(38)

这儿 ϕ = ϕsagac 常常是由系统转动造成的。

ϕsagac =
4πΩ ·A
cλ

(39)

注意，和迈克耳孙构型不同，这里 ϕ = 0 意义明确：系统没有转动，两个干涉臂的传播路径互为时间

反演，相位完全相同。我们发现，在 50% − 50% 分束下，如果从 E1 注入，那么萨尼亚克干涉仪的零
相位输出是从 E ′

1 原路返回。

– 上个世纪初迈克耳孙运用萨尼亚克干涉仪测得地球转动速度。
如式 (36)(37)(38) 的表达式非常有用：再复杂的干涉仪，只要最后是 2× 2 的输入输出结构，那么

总可以等效为一个分束器，而该分束器总可以写为式 (36) 的形式。因此，2 × 2 干涉仪也可以认为是

“复合分束器”。

需要注意的是，虽然每个分束器的反射相位可以随意约定，但是复合分束器计算中的相位关系必

须有一致约定。例如在推导式 (35) 的时候，我们对 S1,2 的反射相位进行了约定：arg[r1,2] = ±π/2，这
个约定导致了式 (35) 中复合反射器的反射系数 arg[r] = 0(另见 Lecture8)。
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G. 非理想光学元件

以上我们穷举了 2× 2 理想光学元件的变换矩阵。对于非理想 2× 2 的光学元件，我们可以将之建

模为 4X4 的光学，相应的变换矩阵

Sl = S2S1S,

=


t2 r2 0 0

−r∗2 t2 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 t1 r1

0 0 −r∗1 t1



1 0 0 0

0 t r 0

0 −r∗ t 0

0 0 0 1


(40)

其中 S1,2 可以理解为理想分束器输出两个端口的损耗。这种变换矩阵对于非理想情况的推广方法是普

适的 (另见 Lecture8)。

H. n× n 光学元件

我们可以通过运用 2-2 元件的串联和并联，构造 n× n 光学元件。具体步骤如下

1) 将 2× 2 光学元件从左到右依次放置于二维光路 (光路的扁平化)
2) 将每个 2× 2 光学元件的变换矩阵扩展到 n× n 空间：Sj

σj
→ Sj ≡ Sj

σj

⊗
1̄σj

3) n×n 变换矩阵由矩阵乘法给出：S =
∏

j S
j 注意，由于 S 是左乘于模式函数或者升降算符，因

此
∏

j S
j 也需要是左乘。

I. 一个 3× 3 分束镜的例子

图 5. 由 Sa,b 构成的 3× 3 分束镜 (a)：实验室放置图。(b) 扁平化光路图

如图 (5) 的光路，三个输入态模式为 E1,2,3，对应升算符为 a†1,2,3。三个输出态模式为 E ′
1,2,3，对应

升算符为 b†1,2,3。我们希望从两个分束器 Sa,b 的 2× 2 变换矩阵写出 3× 3 变换矩阵 S。由图 (5b) 可得：
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S = SpSbSa,

=


0 1 0

0 0 1

1 0 0



1 0 0

0 cosϕ sinϕ
0 −sinϕ cosϕ




cosθ sinθ 0

−sinθ cosθ 0

0 0 1


= ...

(41)

其中 Sp 是置换矩阵，将 b†1,2,3 重新按照光路结构排序。

J. 到底是 n 是多少？

如图 (4)(5) 的光路，实际上比较麻烦。真实生活中，我们知道分束镜对光路是一分二，所以二分
四。所以，原则上来说，2 个分束器对应的线性光学变换矩阵应该是 4× 4。可是图 (4) 光路却是 2× 2，

图 (5) 的光路是 3× 3，怎么做到的？

答案：需要光路严格“模式匹配”的精细调节，让上一个分束器的输出模式对应于下一个分束器的

输入模式。且时间上也需要依照图 (2)，一一对应。
以下本章考虑的 n× n 线性网络，均为时空模式匹配的情况。

II. 观测量

图 6. an n × n linear optics network, with an “auxiliary” output port E ′
A monitored. Conditioned upon an nA

measurement, the output quantum state is |ψ⟩cond = ⟨nA|ψ⟩out.

端口 m 的光子数测量

nm = b†mbm

对 nm 的多次测量可获得分布 n̄m。统计测量结果的随机分布可以获得标准差

∆nm =
√

⟨n2
m⟩ − ⟨nm⟩2

事实上，通过统计测量结果，我们还可以获得光子数分布函数 fm(n)，可以表达为观测量

δn̂m,n = |n⟩⟨n|
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的测量结果。

另一方面，通过对端口 m1,m2 的观测，我们可以直接通过关联计算（数字电路，模拟电路，都可

以），获得联合分布函数等。

其中有联合计数:
nm1

nm1
= ⟨N [nm1

nm1
]⟩ = ⟨nm1

nm1
⟩

关联函数

g(2)m1,m2
=
nm1

nm1

nm1
nm1

需要注意的是，由于 E ′
m 是正交模式，因此联合计数的正则排序 N [...] 并不影响数算符的排列。

III. 条件量子态

考察 n× n 的线性光学系统，输入态为 |ψ⟩in，我们知道 |ψ⟩out = |ψ⟩in。

现考虑输出态模式 mA 放置了一个探测器，探测到 nA 个光子，其他态自由演化，那么有条件量

子态 (未归一化)：

|ψ′⟩cond = ⟨nA|ψ⟩out (42)

当然，这样的态，出现的概率也可以计算出来

p(nA) = ⟨ψ′|ψ′⟩cond (43)

条件量子态的归一化表示：

|ψ⟩cond =
1√
p(nA)

⟨nA|ψ⟩out (44)

上述讨论，当然可以推广到多个探测器探测到多个光子的条件量子态。

实际生活中，光子数分辨的光子探测是一件不容易的技术。如果模场的持续时间 τ 在探测器响应

分辨时间以内，那么我们几乎所有的单光子探测器只能给出”click” 的信号，即有光子，或者没光子 (没
有”click”)，而无法分辨光子个数。因此我们也常常有光子数不分辨的条件量子态的密度矩阵:

ρcond =
1

p

∑
nA>0

⟨nA|ψ⟩out⟨ψ|nA⟩ (45)

需要注意的是，近十年来光子探测技术进步很快，其中基于超导相变的一类单光子计数器有很不

错的光子数分辨能力，感兴趣的同学可以调研一下。

IV. 线性光学系统光子态变换具体案例

A. 单光子态

|ψ⟩in = a†1|V ⟩

具体实现 1：利用简并下转换实现条件量子态单光子波包
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具体实现 2：CQED 激子单光子波包
线性光学网络：

1. 简单分束器 (式 (32))

|ψ⟩out = (cos(θ)b†1 − sin(θ)b†2)|V ⟩

1. M-Z 干涉仪：复合分束器 (式 (36))

|ψ⟩out = (cos(ϕ/2)b†1 − sin(ϕ/2)b†2)|V ⟩

我们只分析 M-Z 干涉仪，有：

n̄1 = cos2(ϕ/2)

n̄2 = sin2(ϕ/2)

n̄12 = n̄1 − n̄2 = cos(ϕ) (46)

此外，我们还有

n1n2 = ⟨ψ|n1n2|ψ⟩ = 0

联合探测概率当然是零。

B. 单光子马赫-曾德干涉仪

接下来，我们“跳一下”，考虑运用光子数测量结果式 (46) 来反推马赫-曾德干涉仪的相移 ϕ。我

们知道：

ϕ = 2Nπ + acos(n̄12)

其中 N 这个整数我们可以想办法得到。

这样的估计，误差是多少呢？我们可以运用误差传递公式：

∆ϕ = ∆n12/∂ϕn̄12

结合，

∆n1,2 =

√
n2
1 + n2

2 − 2n1n2 − n1,2
2 = |sin(ϕ)| (47)

有相位的测量精度：

∆ϕ = ∆n12/∂ϕn̄12

= 1

显然，这样的分析和 L3 课程原子钟分析在数学结构上是一样的，我们考虑重复这样的单光子干涉
测量 N 次，可以获得更加精确的 (可能) 估计：
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ϕ = 2Nπ + acos(n̄12)

∆ϕ = 1√
N

(48)

注意，上面的测量我们选取的观测量是 n1,2，即两个探测器的光子数差。如果我们只看单个探测

器，效果实际上也是一样的。

具体的，可以练习一下，参考单个探测器的光子数涨落：

∆n1 =

√
n̄2
1 − n̄2

1 =
√

cos2(ϕ/2)− cos4(ϕ/2) = |sin(ϕ)|/2

∆n2 =

√
n̄2
2 − n̄2

2 =

√
sin2(ϕ/2)− sin4(ϕ/2) = |sin(ϕ)|/2

C. 双光子态的 Hong-Ou-Mandel 效应

我们考虑双光子态：

|ψ⟩in = a†1a
†
2|V ⟩

按照线性变换公式，我们有

|ψ⟩out = (cos(θ)b†1 − sin(θ)b†2)(sin(θ)b
†
1 + cos(θ)b†2)|V ⟩

=
(

cos(2θ)b†1b
†
2 + sin(2θ) 1

2
((b†1)

2 − (b†2)
2)
)
|V ⟩

(49)

我们发现，当式 (49) 中分束镜是 50/50，即 θ = π/4 时，

|ψ⟩out =
1

2
((b†1)

2 − (b†2)
2)|V ⟩ (50)

图 7. Hong-Ou-Mandel effect. (a) The two outputs of a two-mode “single-photon source” based on degenerate
parametric down conversion is feed to a 50/50 beamsplitter. By varying the delay τ , the joint detection probability
display a characteristic dip, as in (c). The effect is due to an interference of two amplitudes sketched in (b).

We can evaluate the output observables:

⟨n1⟩ = 1

⟨n2⟩ = 1
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⟨n1n2⟩ = 0

具体到如图 (7) 的实验，通过延迟脉冲光，可以获得随着延时 τ 变化的二阶关联函数 g(2)(τ)，我

们发现 g(2)(τ = 0) = 0，这个是著名的 Hong-Ou-Mandel 效应。

D. 相干态

由于相干态的唯一算符乘积对应指数算符的求和，因此相干态的线性光学变换非常方便

|ψ⟩in =
∏
l

Dl(αl)|V ⟩ = e
∑

l αla
†
l−h.c.|V ⟩,

|ψ⟩out = e
∑

l,m αlS
∗
mlb

†
m−h.c.|V ⟩ =

∏
l,m

Dm(βm)|V ⟩
(51)

其中输出态的振幅 βm =
∑

l S
∗
mlαl，（其共轭) 遵从和 E ′

m =
∑

l SmlEl 相同的规则。

V. 线性量子计算简介

A. 非线性符号门

Knill-Laflamme-Milburn 方案的改进版见图 (8)
对比：非线性光克尔效应。单光子非线性相移!!

图 8. Nonlinear Sign gate (an improved implementation) (a) the setup. (b) effective diagram

基于 KLM 方案的双光子比特控制相位门，见图 (9)
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对比：非线性光克尔效应。单光子非线性相移!!

图 9. Controlled π gate based on HOM effect and nonlinear sign gates.

B. 线性量子计算框架

可以证明，对于如图 (6)的线性网络，如果输入为单光子态，则由单个模式内光场量子态在 {|0⟩, |1⟩}
空间的任意控制（由可调分束器即可完成），结合两个模式间的控制相位门操控 (图 (9))，可将模式光
场量子态操控到 2n 维希尔伯特空间中的任意态 – 当然，如果允许更高激发的多光子态，则维度更大。
对高维希尔伯特空间的可控探索是量子计算的关键。

图 (10) 给出最基本的线性量子计算框架，为方便形象的描述，我们将光路分成 N 层。

图 10. Schematic of a linear-optical quantum computing framework.

C. 线性光学量子计算的技术困难

如图 (2), 如果我们的宇宙只有真空及这些线性光学元件，那么我们完全可以重新计算光场的模式
函数 Ej 并在新的模式函数下，由第 (I A 2) 小节的方法量子化我们的光场。在新的本征模式函数下，所
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有模式都独立演化，因此线性量子光学的内禀性质似乎复杂不到哪儿去？这个直觉不见得是对的。光

场量子态在不同模式下的变换并在特定基矢展开，这个数学过程可能极具复杂性。例如接下来我们要

介绍，如图 (11) 的输入输出模式，对特定输入 Fock 态，输出态的 Fock 态展开系数实际上牵涉到一
类“玻色采样”问题，对于大 n 的线性光学系统即较多光子数来说，无法由经典计算完成。而即使在

n = 2 的情况下，也可以有 Hong-Ou-Mandel 的奇妙量子效应 (图 (7))。另一方面，在引入光子测量后，
我们发现条件量子态 – 在部分输出端的光子读数确定的情况下另一些没有被监控的输出端光子态 – 可
以用来模拟光子-光子相互作用，这样形成“非线性量子门”(图 (8)(5))。结合单光子态本身的操控，原
则上可以形成基于线性光学的通用量子计算 (图 (10))。

如此简单的构架可以形成如此复杂的计算结构和应用是令人震撼的。在基于线性光学和测量的“量

子态操控”，“量子计算”方面，我们人类进展到哪一步了呢？最多只能算“刚刚起步”，在巨大的希尔

伯特空间中，人类可以控制的量子态占据的“体积”可能小于沧海中的一滴水。

1. 光学损耗

问题出在哪儿？最大的问题是光损耗。接下来在第 8 讲我们会讨论光损耗过程。我们发现了一个
关键物理图像：光损耗分两步走，其中第一步是相干分束，第二步是光子以我们不关心的方法湮灭。而

第一步就必然导致我们关心的量子态和损耗通道入射暗端 d 混合。即使 d 是真空态，也可能导致高度

复杂量子态的量子性质严重退化。对于 n × n 线性光学系统来说，这样的损失不仅存在于光传输过程

的吸收，也存在于每一个不完美的输入输出耦合及探测过程，难以避免。

2. 线性光学变换下量子态保真度

除损耗外，这儿我们提一下另一个看似简单的技术问题：我们无法保证线性光学系统本身的性质

是“完美”地按照设计运行，控制误差总是存在。那么，此类参数误差如何影响我们对光场量子态的操

控和刻画呢？

举例来说，我们希望应用的非线性符号门实现光子态操控，我们需要保证分束器的性质严格按照

设计：θ = 61.5◦, ϕ = 150.5◦。实际操作中，如果 θ1,ϕ 并非设计数值，则该类量子门的输出就会不理想。
我们定义一个“保真度”来刻画量子态操控的不理想。如图 (10) 所示，n × n 的线性光学系统

Sjk(P ) 是参数 P 的函数。我们记参数稍微变化下的变换矩阵为 S̃jk = Sjk(P + δP )，由于人类未知的

参数变化，算符的实际变换为

ã†l =
∑
j

S∗
ml(P + δP )b†m

因此，“真实”量子态为 |ψ⟩out = f(ã†l )|V ⟩。
由于无知，我们只能用预期参数下的变换矩阵来估计输出量子态，为 |ψ̃⟩out = f(a†k)|V ⟩。该量子

态估计误差可以用“保真度”F 来描述：

F(P, P + δP ) = |⟨ψ|ψ̃⟩|2

= |⟨V |f(ã†l )†f(a
†
l )|V ⟩|2

(52)

对包含多体量子纠缠特性的量子态来说，这儿 F ∝ e−AδP 常常是随参数 P 指数衰减的。而参数 A =

A(|ψ⟩) 和待刻画量子态的量子性质相关：n≫ 1, |ψ⟩ 多模纠缠下 A 更大，衰减常常更快。此类保真度

衰减是量子控制理论和量子混沌理论交叉领域的重要研究课题，在此无法展开。然而可以证明，无论是
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上述损失导致的量子态退化，还是此处参数 P 变化导致的保真度下降，均可以由精巧设计的光路，结

合探测，以条件量子态进行“量子纠错”，抑制误差在线性光路的指数积累。这样的纠错，原则上来说

可以在小规模的光路展开，在 F 足够接近 1 时，所需资源随 n 仅以幂次增长（而非指数增长），因此

具有可操作性。

在 KLM 于 20 年前论证可行性以后，随着单光子光源技术和高效光子探测器技术的发展，基于线
性光学的量子计算仍是人类在量子计算方面寻求突破的重要方向之一。然而在没有量子纠错以前，由

于线性光学光路存在无法避免的损耗及参数误差，基于线性光学系统的量子态操控技术会一直有很大

的局限。

D. Boson 采样

在实现通用量子计算以前的重要一步，是首先验证量子体系的“优越性”，在量子光学领域，一个

重要的案例是玻色采样技术，由美国 University of Texas Austin 的 Scott Aaronson 等在 2013 年提出。
图 (11) 给出玻色取样基本方案

图 11. Schematic of Boson sampling. (a) An n× n linear optical network with transfer matrix Sjk. Input state is a
m−port m-photon state. The task is to calculate the probability of σ1, ...σm output port to ”click”. The probability
P (j, σj) is related to “permanenet” of submatrix. The full distribution is computationally difficult. (b) A example
of 2 input photons detected at 2 outputs.

而实验方面，即使是这个“优越性展示”实验，也存在巨大的技术困难。这方面，我国科学家陆朝

阳，潘建伟团队做出了开创性的工作，其构建的“九章”光量子计算系统性能位于世界前沿，感兴趣的

同学可以调研一下。
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======================= Lecture 8 =======================

接着上一讲线性光学量子计算相关论述，有一类特殊的光场量子态，其性质在光损失和参数不精

确等缺陷面前相对稳定。这类光场量子态是 Glauber 相干态，

|{αj}⟩ =
∏
j

Dj(αj)|V ⟩

由式 (51), 经过任意线性变换，相干态总可以写成直积态的形式：

|ψ⟩out =
∏
m

Dm(
∑
l

S∗
mlαl)|V ⟩ (53)

即完全不存在不同模式之间的量子纠缠。也正因为如此，相干态的损失仅仅表现为振幅的衰减，α→ tα,
而不会导致纯态的退相干。事实上，光子相干态在线性光学变换下无法产生“量子纠缠”是其“经典

性”的最重要表现，和光强分布关联函数 g(n) ≡ 1 同源。不同于高度纠缠的量子态，Glauber 相干态对
于光路的缺陷是稳定的。

Glauber相干态是对量子系统建立经典直觉的重要工具。接下来我们会发现，对线性光学系统注入
相干态可以用来实现对未知量子态正交分量 xβ 的分布测量。而通过改变 β 的角度反复收集 f(xβ) 分

布数据，可以实现量子态的“相空间”层析重构，进而实现量子态的全面表征。另一方面，线性变换矩

阵 Sjk(P ) 中参数 P 的测量本身非常重要 – 事实上，对参数 P 的估计正是光学精密测量物理。我们知

道的马赫-曾德干涉仪，迈克耳孙干涉仪，萨格纳克干涉仪，即其他可以想象的双路干涉仪，均可以由
2× 2 的矩阵 S(P ) 描述。将最重要的参数编码到干涉仪内部自由传播光场的相位 ϕ, 并在输出端读出。
在本讲，我们将着重考虑相干态在量子态刻画，光场测量，及物理量精密干涉测量中的应用。

VI. 光场正交分量的内差测量

A. 利用分束器实现单模光场的相空间移动

图 12. Phase-space displacement driven by coherent state input |α0⟩ to a beampslitter at its dark port.
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我们考察一个分束器，|r|2 + |t|2 = 1, 但是 |r|2 ≪ 1 (几乎完全透过)。同时考察入射光子态为

|ψ⟩in = eα0a
†
2−h.c.f(a†1)|V ⟩

即端口 2 是“亮”输入，相干态 |α0|2 ≫ 1，这样的输入，在“暗端口”1 的输出是 β = rα0。我们接

下来考虑 r → 0, α0 → ∞, 但是 β 保持恒定的极限。

我们可以写出输出态：

|ψ⟩out = eα0tb
†
2−h.c.eα0rb

†
1−h.c.f(tb†1 − r∗b†2)|V ⟩

≈ |ψout1⟩|tα0⟩

对于 port 1 来说，输入的任意光子态 f(a†1)|V ⟩ 被相空间移动为 (由此前讨论，不失一般性，我们
约定透射相位为零，因此有 t ≈ 1)：

|ψout1⟩ = eβb
†
1−β∗b1f(b†1)|V ⟩,

= D(β)|ψ1⟩
(54)

其中相空间移动幅度 β = rα0。

B. “暗端”输出场的正交分量测量

接下来，我们考察 port1 输出的光子数测量

⟨ψ1|D†(β)b†1b1D(β)|ψ1⟩

= ⟨ψ1|(β∗ + b†1)(β + b1)|ψ1⟩

= |β|2 +
√
2|β|⟨ψ1|xβ|ψ⟩+ ⟨ψ|b†1b1|ψ1⟩

≈ |β|2 +
√
2|β|⟨ψ1|xβ|ψ1⟩

上述最后一步，我们假设输入光子态 |ψ1⟩ 的光子数很少，⟨ψ1|b†1b1|ψ1⟩ ≈ ⟨ψ1|a†1a1|ψ1⟩ ≪ |β|2。
此外，我们定义了正交分量：

xβ,b =
1√
2|β|

(β∗b1 + βb†1) (55)

因此，对 port1 的光子数监控可以获得 xβ,b 的期待值：

x̄β,b ≈
1√
2
(
n̄1

|β|
− |β|)

事实上，不仅是平均值，由于 ⟨ψ|b†1b1|ψ⟩ ≪ |β|2，所有的高次矩都可以近似：

⟨ψ|(b†1b1)m|ψ⟩ ≈ ⟨ψ|(|β|2 +
√
2|β|xβ,b)m|ψ⟩

因此，对 b1 端的光子数测量相当于对正交分量 xβ,b 的测量：

xβ,b ≈
b†1b1 − |β|2√

2|β|
. (56)
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1. 输入光场正交分量的平衡内差测量

基于式 (54)(56) 的正交分量 xβ 测量方法，需要精确去除 |β|2 这个本底。现实生活中，β = rα0

图 13. A generalized homodyne detection of xβ quadrature.

总会因为激光功率涨落等原因存在技术噪声。一个方便的降噪方法，是同时监控 port2 (亮端口) 的输
出并近似 |α0|2 ≈ n2/t

2。这个方法比较大的问题是端口 2 的光强测量也会有光散粒噪声，∆n2 = |tα0|。
因此，对 β 的估计会有一个散粒噪声极限：

∆|β| = |r|
2t

。除非是 |r|2 → 0 的极限下，这个额外涨落会导致 f(xβ) 分布函数测量被展宽。而在大 |r|2 情况下，
避免这个展宽的方法是综合 n1,n2 的信息，而不只是看 port1。
具体来说，在正交分量 xβ 测量方面，图 (12) 方法的推广是如图 (13) 的平衡内差探测。考虑一般

的分束器, 只需要 |r|2 + |t|2 = 1, 那么我们总可以将输出光场的光子计数做电信号处理。具体来说，由
于

n1 = (ta†1 + ra†2)((ta1 + r∗a2))

= |t|2a†1a1 + |r|2a†2a2 + (rta†2a1 + h.c.)

n2 = (−r∗a†1 + ta†2)((−ra1 + ta2))

= |r|2a†1a1 + |t|2a†2a2 − (rta†2a1 + h.c.)

(57)

由于我们预期 E2 端口的光强较强，因此构建如下差分算符：

ñ12 = |t|2n1 − |r|2n2,

= rta†2a1 + r∗ta2a
†
1 + (|t|4 − |r|4)a†1a1

≈ rta†2a1 + h.c.

(58)

上市中最后一行近似，对于 50-50 分束器来说自然是严格的。而对于不是 50-50 分束，考虑输入态
|ψ⟩in = |ψ1, α0⟩, 如果 β = rtα0 足够大，由于 ⟨a†1a1⟩ 很小，也问题不大。

我们可以近似有：

ñ12 = β∗a1 + βa†1,

=
√
2|β|xβ

(59)
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其中我们定义了正交分量

xβ =
1√
2|β|

(β∗a1 + βa†1)

pβ =
1√
2|β|i

(β∗a1 − βa†1)

(60)

是量子光场沿着 β 方向的正交 x, p 分量。

不同于式 (56), 在式 (59) 中 β 不再需要被当作背景减掉，而只是一个比例系数，其大小可以有

n1 + n2 的测量值 ⟨n1 + n2⟩ = |α0|2 来估计。

最后三个小知识点：

1) 图 (13) 需要做信号数值处理，包括对 D1 的输出做乘法：|t|2n1，对 D2 的输出做乘法，|t|2n2，

然后相减。这个过程当然是经典过程。对于 |β|2 较大，较多光电子的情况，此类经典处理带来的电子
线路噪声常常可以忽略不记。随着高速电路，高速计算的发展，一个更加直接的数据处理方法是直接

对 n1,n2 读数进行模-数转换，然后用数字计算的方法获得 ñ12。

这儿需要注意的是，单次处理结果对应于量子力学算符 ñ12 的单次测量值。

2) 严格意义上来说，平衡内差要求 |t|2 = |r|2 = 1/2，此时 ñ12 = 1
2
n12 可以由模拟减法电路对双

探测器做减法，直接获得。同时式 (58) 里面最后一项也被消除了。然而这一项在入射光场 |ψ⟩ 小光子
数极限下即使不被消除也没啥大问题。因此，在拥有对光电信号进行高速处理能力后，严格平衡就不

是特别重要了。

3) 同学们会常常遇到“外差”测量。内差 = homodyne, 外差 = heterodyne。这些名词都是从无
线电通讯领域发展起来的。在无线通讯领域，相干态 |α0⟩ 注入端的作用相当于一个” 局域振子”，“外
差”测量的意思，是局域振自的性质和信号有所不同。常常是频率不同。具体到光学外差测量，则是说

α0 → α0e
iδt 以外差频率 δ 扫描，而接受端电子线路对收集信号 n1,n2 以 δ 为调制频率解调，最后获得

不同相位下的 xβ。在此类运用中，“外差”方法只是微波和无线电技术，然而因为测量过程常常有低频

1/f 噪声，把信号调制到 δ 高频常常是抑制此类噪声的有效手段。

C. 分束光强测量的散粒噪声即暗输入端口的真空涨落

我们考虑图 (13) 中的输入态 |ψ1⟩ = |V ⟩。因为端口 2 是相干态，很容易有：

n̄1 = |r|2|α0|2 = sin2θ|α0|2

n̄2 = |t|2|α0|2 = cos2θ|α0|2

这儿我们还借用式 (29) 对分束器以转动角 θ 参数化。

这样的测量当然是有噪声的，相干态的噪声是泊松分布，很容易写出来:

∆n1 =
√
n̄1 = |sinθα0|

∆n2 =
√
n̄2 = |cosθα0|

我们可以考察 ñ12:

22



ñ12 = |t|2n̄1 − |r|2n̄2 = 0,

∆ñ12 =
√
|t|4∆n2

1 + |r|4∆n2
2 = sin(θ)cos(θ)|α0| =

√
2|β|∆(xβ)V.

(61)

由式 (60), ∆(xβ)V = 1√
2
是归一化后正交分量的真空涨落大小。

显然的是，由于我们已经知道 ñ12 =
√
2|β|xβ, 式 (61) 计算完全可以一步到位，而无需运用相干态

散粒噪声特性。

D. 分束光强测量标定分束器反射率

我们可以通过 ñ12 测量来推测分束器反射率, 为此，我们需要首先有一个预估:
ñ′
12 = cos2θ0n1 − sin2θ0n2

其中 θ0 和我们预期的 θ 接近，那么有

⟨ñ′
1,2⟩ =

(
sin2θcos2θ0 − cos2θsin2θ0

)
|α0|2 ≈ sin(2θ0)sin(θ − θ0)|α0|2,

∆ñ′
12 =

√
cos4θ0sin2θ + sin4θ0cos2θ|α0| ≈ |cosθsinθα0|

(62)

我们因此有:
θ = θ(⟨ñ′

12⟩) ≈ θ0 +
⟨ñ′

12⟩
sin(2θ0)|α0|2

,

∆θ =
∆ñ′

12

∂θ⟨ñ′
12⟩

,

=
1

2
√
n̄

(63)

其中 n̄ = |α0|2 为平均光子数。如果我们是由激光做时长为 T 的测量，光子计数的量子效率为 Q,
那么有

∆θ =
1

2
√
QPT/h̄ω

E. 量子层析 – 一般量子态的全面测量方法

1. 魏格纳函数和量子层析方法

我们希望找到单模光场 E 任意光子态 |ψ⟩ = f(a†)|V ⟩ 的测量方法。
既然是测量，那么第一步，是找到合适的观测量集合 {Oj , j = 1, ...,M}。直觉上来说，自然是观

测量“越多越好”，M 很大。注意对于单模光场，我们一定有 Oj = Oj(a, a
†)。

接下来，我们可以反复制备 |ψ⟩，对观测量 Oj 获得 f(Oj) 分布函数。

最后，我们期待可以用 f(Oj), j = 1, ...,M 这样 M 个实分布函数来重构希尔伯特空间的态矢量

|ψ⟩.
注意到从第 3 讲，我们知道魏格纳函数和系统的态矢量是一一对应的：

w(α, α∗) =
1

2π2

∫
d2β⟨ψ|eβ

∗(α−a)−β(α∗−a†)|ψ⟩
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更加一般的，对于混合态来说

w(α, α∗) =
1

2π2

∫
d2β trace(ρeβ∗(α−a)−β(α∗−a†))

2. 边缘分布函数

单模光场的魏格纳函数是 α = 1√
2
(x+ ip) 的复变函数 (这儿 1√

2
为了归一化方便)。从第 5 讲我们

已经知道，对其中一个正交分量，例如 p 积分，获得分布函数 f(x) 正是对算符 x̂ 测量的分布函数。

一般来说，我们可以以 ϕ 角度转动 w(x, p) 的正交坐标 x, p。为了和接下来的记号一致，我们记

ϕ = arg[β]，考虑 xβ = xcos(ϕ) + psin(ϕ), pβ = pcos(ϕ)− xsin(ϕ)。并考虑正交观察量：

x̂β = 1√
2|β|(β

∗a+ βa†)

p̂β = 1
i
√
2|β|(β

∗a− βa†)
(64)

那么 (第 5 讲)：
f(xβ) =

∫
w(xβ, pβ)dpβ (65)

f(xβ) 称为 w(α, α∗) 的边缘分布函数。魏格纳函数的上述性质，和经典相空间分布函数 wc(x, p) 是完

全一致的。

3. 从边缘分布函数重构魏格纳函数

我们可以进一步对 f(xβ) 做傅里叶变换，F (Pβ) = F [f(xβ)], 那么，从式 (65) 可以显而易见的发
现，

F (Pβ) =W (Pβ, Xβ = 0) (66)

其中 W (Pβ, Xβ) ≡ F (2)[w(xβ, pβ)] 是魏格纳函数 w(xβ, pβ) 的二维傅里叶变换。

因此，式 (66) 的意思是说，在 f(xβ) 分布函数的精确测量后我们可以通过傅里叶变换获得量子态

魏格纳函数 w(xβ, pβ) 在傅里叶空间里面穿过零点的一条线，Xβ = 0。可以想象，如果我们以小步长

来扫描 ϕ = arg[β] 角度，那么这些过“倒相空间”零点的线可以连成一个面，使我们获得 W (Pβ, Xβ)

的几乎全部信息。接下来我们就可以由反傅里叶变换获得 w(x, p)。这样的边缘函数到分布函数的逆变

换在医学领域应用很广泛，叫 (逆)Radon 变换，用于基于 X-射线成像的 Computerized Tomography
(CT) 等等。

题外话：在前期课程中已经提到，物理学界公认的光场”最经典“的量子态是 Glauber相干态 |α0⟩，
其魏格纳函数是 w = 1

2π
e−2|α−α0|2。此外，我们可以计算出热态的魏格纳函数，w = 1+n̄

2π(1+2n̄)
e−|α|2/(1+2n̄)，

也是”相当经典“的。

一般来说，判断一个量子态是否”经典“，一定要和观测对应起来。魏格纳函数提供了重要标准。

我们知道，边缘分布函数是观测量 x̂β 的测量概率函数，因此是非负的，f(xβ) = ⟨xβ|ρ|xβ⟩ ≥ 0。

通过上述逆 Radon 变换，可以反推 w(α, α∗)。注意 w(α, α∗) 不见得是正定的。对于存在 w(α, α∗) < 0

的量子态，其负值区间当然是非经典的 – 用经典概率分布来说的话，就是系统在相空间 (x0, p0) 处附

近出现的概率是负数，因此完全不符合经典逻辑 (见图 (14) 案例)。
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图 14. Wigner distribution w(x, p) and the associated marginal distribution f(x),f(p)

F. 基于光学内差方法的量子层析

由上述小节讨论我们知道，对于任何单模量子态 |ψ⟩，如果我们可以在实验中构造观测量 xβ，通

过反复制备 |ψ⟩, 大量测量, 获得 f(xβ) 分布，进而不断改变 β 的相位 ϕ，那么就可以反向构造出量子

态的魏格纳函数。

最后我们用图 (15) 总结本小节。

图 15. Quantum state tomography

G. 相干态相位测量

以上图 (15) 可以处理任何满足图示要求的单模光场量子态 |ψ⟩。只要光子数足够小就行，没有其
他任何预设条件。可以想象，这样的量子层析需要大量重复测量获得足够多的数据：为了在每个角度

上对 f(xβ) 获得足够高的信噪比，需要重复 Nm 次 (具体大小由 f(xβ) 结构及信噪比需求决定)，而根
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据 Radon 变换需要得相空间解析度 (和预期 w(α, α∗) 有多复杂有关)，需要有 M 次测量，因此总测量

次数是 Nm ×M 次, 即使是对于很小光子数的光子态，Nm ∼ 104, M ∼ 102 也常常是需要的。

另一方面，如果我们已经预知了 |ψ⟩ 的形式，那么测量过程就可以大大简化了。这儿我们考虑一
大类预制光子态形式，相干态 |α⟩。很显然，测量 |α⟩ 只需要知道两个数：αr = Re[α], αi = Im[α]，或

者是 |α| 以及 ϕ = arg[α]。这一节我么着重考虑相位测量。
我们考察 |ψ⟩ = D(α)|V ⟩, 在如图 (15) 的 homodyne 设备中，β = rtα0, |β|2 ≫ |α|2, 我们的任务

是估计 ϕ = arg[β∗α]。相干态的测量非常好推导，以下我们直接运用式 (56) 推导相位估计。我们有:

⟨ñ12⟩ =
√
2|β|

√
2|α|cos(ϕ) = 2|β||α|cos(ϕ),

∆ñ12 =
√
2|β|∆xβ = |β|.

(67)

因此，

ϕ = 2nπ ± acos( ⟨ñ12⟩
2|α||β|

),

∆ϕ =
∆ñ12

∂ϕ⟨ñ12⟩
=

1

2
√
n̄sinϕ

(68)

其中 n̄ = |α|2 是待测弱相干态的平均光子数，n̄≪ |α0|2。
式 (68) 也可以写为:

∆ϕ ≥ 1

2
√
n̄

(69)

式 (68)(69) 表达了相干态相位测量的光散粒噪声极限。这样的测量不确定度，事实上是由于 ϕ 本

身不确定造成的, 用魏格纳函数很容易表达, 见图 (16)。对于相干态来说，我们总有

∆ϕα =
1

2|α|
(70)

而这儿 ϕ = ϕα−ϕβ。可是 ∆ϕβ ≪ ∆ϕα,所以 ∆ϕ由 ∆ϕα 决定。从测量的角度，如果相对角度 ϕ ≈ π/2

选得对，那么测量的不确定度 ∆ϕ 可以逼近 ∆ϕα。

这儿我们同时注意到相干态的相对相位测量，选取相位角 ϕ 还是很重要。可以结合 xβ 测量的魏

格纳函数相空间表示，理解一下为何如此。

H. 光子数-相位的不确定关系

如式 (69) 的关系是类似于海森堡不确定关系的原理性不等式吗？注意到对于相干态来说，∆n =
√
n̄ = |α|，因此式 (69) 也可以写为，

∆ϕ∆n ≥ 1

2
(71)

式 (71) 是相位和光子数的海森堡不确定关系，适用于所有光场量子态 |ψ⟩, 因此比式 (68)(69) 更
加普遍。而在接下来第 (VII E) 小节，我们会发现式 (68)(69) 的相位测量精度的光散粒噪声极限可以
由引入多光子纠缠打破。
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图 16. The phase-space representatin of homodyne phase angle ϕ measurement. (a) The phase space distribution
w(x, p) in x− p coordinate。(b) The phase space distribution w(α, α∗) in the complex α plane。

I. 微波通讯和激光锁相

上述运用分束器对待测光场的相干态 |α⟩和参考光场相干态 |α0⟩混合，进而获得相对相位 ϕ信息的

内差测量方法，事实上在微波通讯领域被大量应用。例如，我们每个人的手机内都有一个“局部振子”（一

般来说是时钟 + 频率合成器 + 微波放大器构成），在通讯“载波”频段产生 Eloc(t) = E0cos(ωt+ ϕ0)

的相干振荡。基站的微波信号，被手机天线接受并放大后，在信号电路形成待测 Es(t) = A(t)(ωt+ϕ(t))

信号。由混频器比较，低通滤波，可以测量信号 A(t), ϕ(t)。其中如果信号被编码到 ϕ(t)，叫做调相 (PM)
信号，或者调频 (FM) 信号，而如果信号编码到 A(t) 则被称为调幅 (AM) 信号。当前的无线和微波通
讯，大多情况下是 PM/FM 信号。注意到无论是手机内的局域振子信号，还是接受的微波信号，均是
电磁波的相干态，因此我们上述关于相位测量的分析都是相关基础物理。需要注意的是微波波段的光

子能量远小于室温，因此，微波通讯的噪声常不以散粒噪声为主，而是热噪声。只有当微波电路处在低

温环境下，如超导电路，微波散粒噪声才会主导。

另一方面，在光学波段的激光锁相也运用到相干态的相位比较。多激光的主动相位锁定技术在基

础和实际应用领域有非常重要的应用，举例来说：

1) 基于星载超稳激光的引力波测量 (LISA, 天琴)

2) 多激光的相干单模合束，形成极高功率激光输出。

3) 频率间隔一定，相位稳定的激光输出阵列，可以用于实现对原子/分子状态的高精度相干操控。

VII. 基于相干态注入线性干涉仪的精密测量

上面第 VI D节关于分束器后端测量，为本节做了绝好的铺垫。有了上述相关论述，目前我们只需
要注意式 (36), 2× 2 干涉仪的转换矩阵是 2× 2 的形式, 只是转角 θ → ϕ/2, 而 ϕ 是两个干涉臂之间的

相对相位移动。和式 (63) 推导类似，考察图 (17)a) 的马赫-曾德干涉测量，我们马上有:
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ϕ = ϕ(⟨ñ′
12⟩) ≈ ϕ0 +

⟨ñ′
12⟩

sin(ϕ0)|α0|2
,

∆ϕ =
∆ñ12

∂ϕ⟨ñ′
12⟩

,

=
1√
n̄

(72)

当然，我们可以调节相位 ϕ，使得 sin(ϕ/2) ≪ 1 并且观测“暗端口”n1 (图 (17c), 由于 ⟨n1⟩ =

sin2(ϕ/2)|α0|2, 结合相干态光强测量的 ∆n =
√
n̄ 规律，我们也可以立刻得到:

ϕ = ϕ(⟨n1⟩) = 2nπ ± arccos
(
1− ⟨n1⟩

|α0|2

)
,

∆ϕ =
∆n1

∂ϕ⟨n1⟩
,

=
1√

n̄|cos(ϕ)|
≈ 1√

n̄

(73)

上述关于干涉仪相位测量的计算，需要注意:
1) 如式 (73), 如果干涉测量只运用一个端口，而不是两个，那么测量端口需要是”暗端口“(图

(17c)，即几乎没有光输出的端口，才能达到散粒噪声极限。否则就必须运用如式 (72)的平衡内差计算。
2) 我们发现式 (73)(72) 相对于相干态相对相位测量 (式 (68)) 差了两倍。并不特别奇怪，因为两

种测量的物理量 ϕ 并不相同。然而我们还是试图”handwaving” 的理解一下：此处干涉仪测量中的 ϕ

相位测量, 实际上是图 (17)a 中 S2 输出端对输入端的相位估计，而 S2 的输入端光强是相等的 (S1 是
50/50 分束）。因此，相比图 (16) 的情形，入射相干态的相位涨落本身就大了

√
2 倍。再者，干涉仪的

传播相位 ϕ 可以认为只是被一路光“感知”到，另一路光被用来做参考光了，光子数损失一半，所以

有另一个
√
2。综合起来，对于入射平均光子数为 |α0|2 的相干态来说，其分辨干涉仪相位的能力，在

光子散粒噪声极限下，比自身的相位精确性下降了 50%。

A. 吸收测量和相移测量

我们可以再理解一下式 (63)。
式 (63) 对应于测量一个反射率未知的分束器的反射率 R = sin2θ。这个测量，其实也可以理解为

测量某种从透射端”port-2”向反射端”port-1” 散射的未知散射强度。另一方面，如果我们仅仅想测量
透射端后面额某种吸收，也是可以的，很容易证明，如果吸收系数为 A = |a|2 ≪ 1，那么对于 50− 50

分束器来说，其中一路的吸收系数 |a| 测量精度是

∆|a| = 1√
n̄

和式 (72) 一致。
然而需要注意的是，吸收率 A = |a|2 ∈ [0, 1]，而相移 ϕ 却可以任意大。事实上，如图 (4) 的干涉

仪，其干涉相移一般表达为：

ϕ = kL1,2 (74)
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图 17. (a) A standard Mach-Zender interferometer. (b) The M-Z interferometer is a composite beamplister with
t = cosϕ and r = sinϕ. By measuring n1,2, the phase ϕ can be inferred with shot-noise limited resolution. (c) When
the a†1-port is injected with a general state |ψ⟩, other than vacuum |V ⟩, then a very good way to understand the
noise property is to “tune” ϕ so that |r|2 ≪ 1. In this case, almost all the ϕ-dependent information is retrieved from
the dark port (b†1). The shot noise ∆n1 = |β| is generally expressed as ∆n1 =

√
2|β|∆xβ for arbitrary |ψ1⟩ input.

其中 L1,2 = L1 −L2 为两个干涉臂的光场差。我们一般有 ϕ = 2Nπ+ϕoff，而 N 可以是一个很大的数,
那么相对精度是，

∆L12

L12

=
∆ϕ

ϕ
∼ 1

2Nπ
√
n̄

可以极端精确。因此，运用干涉相移来测量物理量是非常厉害的。

B. 观测量的干涉相移编码

实际生活中，我们常运用干涉仪的传播相位 ϕ 测量来监控某个实际运用物理量，例如：

1) 运用 M-Z 干涉仪监控气体密度 ϱ, 考虑一个样品池，内有密度 ϱ 气体, 原子极化率为 αr，汽室

长度为 L, 那么

ϕ = nk0L =
2πL

√
1 + ϱαr

λ

2) 运用 Michealson 干涉仪测量臂长变化 L

我们有

ϕ = 2πL/λ

3) 运用 Sagnac 干涉仪测量转动变化 Ω

ϕ = 4πΩ ·A/cλ

这些测量中，我们关系的物理量统称为 O。干涉仪总是通过精巧的设计，将这些观测量编码到传

播相位 ϕ = ϕ(O) 中。通过 ϕ 测量实现对 O 的监控，同时有

∆O =
∆n

|∂ϕ⟨n⟩∂Oϕ|
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显然，为了提高对观测量 O 的灵敏度，我们需要

1) 提高 ∂Oϕ。这个需要改善干涉仪结构。

2) 降低 ∆ϕ = ∆n/∂ϕ⟨n⟩。这个需要改善光源和探测器性质。
以上我们已经知道，对于相干态光及理想探测器来说，

∆ϕ =
1√
n̄

(75)

考虑测量时间为 T , 激光功率为 P , 我们还可以写为

∆ϕ =
1√

PT/h̄ω

,
因此，最简单的提高相位分辨能力的方法，就是增大激光功率 P，以及观测时间 T。

观测时间 T 增加，是以降低测量“带宽”为代价的。例如，如果我们希望监控以 τ = 1 ms 变化的
反射镜振动，取决于振动形式，我们的观测时间可能需要设到 T < τ/2。

另一方面，激光功率 P 增大有诸多限制，如激光功率本身的限制，激光对待测物及干涉仪本身的

加热损伤限制，激光的光压扰动，等。

C. 以光干涉仪测引力波

图 18. Light interferometric detection of gravitational wave. (a) is from Nobel prize website (Physics 2017) (b):
simplified diagram. (c): Simplified relation for deciding optimal laser power P according to Eq. (79) to reach
standard quantum limit to the gravitational strain detection.

引力波以光速传播，频率常在 Hz级以下，时空涟漪以 h(x, t)描述，波长 λGW 巨大。对于地球上的

垂直 Michelson 干涉仪 (图 (18))，L≪ λGW, 引力波应变 h 导致的干涉臂长变化可以写为：δL1 = L1h

δL2 = −L2h 因此有

ϕ = kδL1,2 = hL4π/λ, (76)

这儿 λ 是激光波长。
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LIGO,2015 年人类首次探测到引力波，h ∼ 10−21 级，干涉仪臂长是 L ∼ 104m 级别，因此，δL ∼
10−17m 级别，比原子大小还小 7 个量级，怎么测的？
我们考察图 (18b 装置在 T 时刻内监控 Michaelson 干涉仪的臂长变化，考虑到引力波 h(t) =

h0cos(ωGWt) 是周期信号，频率是 ωGW, 在 T ≪ 1/ωGW 测量间隔内, 待测应变 h(t) 几乎不变。我们考

虑注入激光功率为 P，则在 T 时刻内的激光注入可以认为是相干态 |α⟩ 注入，α = PT/h̄ω, 由上小节
讨论，我们知道：

(∆h)shot−noise = ∆ϕ/|∂hϕ|

=
λ

4πL

√
h̄ω

PT

提高精度的方法包括增大 L, 增大 T，降低 λ, 及增大 P。

增大 L 的方法包括基于人造卫星及人造行星的干涉仪引力波探测计划。例如自上个世纪 90 年代
以来，欧洲一直在筹划的 LISA 计划。以及我国正在筹划的天琴计划等。

已经提及，增大 T 最大的问题是降低了引力波探测器带宽。

降低探测激光的波长 λ 感觉是一个好主意。然而好的干涉仪需要好的光源和好的光学元件。目前

人类在光源和光学元件方面做得最好的波长是近红外（由光学材料的能带结构及机械性能决定）。

最后是增大激光功率 P，这个努力方向上虽然也受到光源功率，反射镜加热，光损伤等各类限制，

但是各类技术突破已经可以让美国的 LIGO 镜面附近的光学功率达到 P ∼ 106 W，这个时候，一个重
要的问题是光压对反射镜的反作用导致的位置涨落。

1. 辐射压力

我们已经知道，光场能量算符可以表达为：

H =
∑
k

h̄ωka
†
kak

而事实上，光场动量算符写为：

P =
∑
k

h̄ka†kak

对于进入干涉仪的单模光场来说，相干态 |α⟩ 的光对后端反射镜的辐射压力可以写为：

P⃗ = 2⟨α|P|α⟩/T

= 2|α|2h̄k/T

= 2|α|2h̄ω/cT

= 2
P

c

注意到这儿因子”2” 是因为反射镜将入射 k 光反射为 −k，因此动量变化是两倍。这个光压力可以由悬
挂反射镜的机械结构来平衡掉。

然而注意到 T 时刻内反射镜从光场获得动量是有涨落的，

∆p = 2

√
Ph̄kT

c
(77)
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直观的来说，就是辐射压力有散粒噪声涨落（见 Lecture4, 式 (41)) ：

∆P⃗ = 2

√
Ph̄k

cT
(78)

这个辐射压力随机涨落，是不能由预先设计的机械结构来平衡的。另一方面，为了避免和低频噪声共

振，LIGO 的端镜悬挂系统的本征振动频率极低。我们简化讨论，考虑在 T 时刻内端镜沿着 L 方向的

运动在平均平衡点附近近似自由，那么可以估计由于光压涨落造成的镜面位置涨落：

(∆L)back−action ∼ ∆pT

2m
=
T

m

√
Ph̄kT

c

其中 m =M/2 是两个反射镜的拆合质量。

以下不做严格推导，我们综合 (∆h)shot−noise,(∆L)back−action, 有

∆h ∼
√

(∆h)2shot−noise + (∆L/L)2back−action ≥
√

h̄T

mL2
(79)

而最优值在激光功率 P ∼ mc2

2ωT 2 点附近取到。式 (79) 被称为引力应变 h 测量的标准量子极限，事

实上对应于激光干涉进行自由物体位置测量的标准量子极限

∆L =

√
h̄T

m
(80)

该极限综合了干涉仪读数上的光子散粒噪声及光压反作用导致的位置涨落，实际上也是海森堡测

不准关系的体现。是否可以突破这个极限呢？我们注意到上述简要推导中假设的是相干态注入。而一个

简单的思路是在更小的功率 P（及相应更小的辐射压力反作用）下突破相位测量的散粒噪声极限，这

样人类就开始思考压缩态光场的应用。

D. 测量的反作用：位置测量的标准量子极限

在展开讨论压缩态以前，我们稍微提一下测量的“反作用”。式 (79)(80) 极限的根源，是激光的辐
射压力造成的反射镜动量变化，进而导致了位置 L 涨落。不幸的是我们刚好就是测位置 L，因此才有

功率小了精度不够，功率大了反作用太大这个尴尬局面。为了理解这个反作用，我们需要把端镜运动

自己的哈密顿量写出来，

HM = p̂2/2m

我们发现待测量 x = L1 − L2 实际上是和 p̂ = p1 − p2 共轭的端镜运动量子力学位置变量:x → x̂。

我们当然知道测量位置有测不准关系，∆p∆x ≥ h̄。而这儿我们发现 ∆x = ∆L 遵循式 (80) 极限，本
质上是因为 x̂ 作为量子力学变量不是守恒量： ˙̂x = p̂/m。

如果我们能直接测量镜子的动量，则情况会好很多。因为对于近似自由悬挂的镜子，有 ṗ = 0。这

种情况下，我们可以进一步设计光路，让测量过程保持 p 为守恒量（让每个镜子感受到的光压导致的

动量变化不影响我们测量所关心的相对运动 p)，那么，我们就可以任意增加激光功率，在极短时间内
把动量测出来。

这个想法可以用如图 (4d)的 Sagnac干涉仪结构测转动来说明。不同于Michaelson干涉仪，Sagnac
干涉仪的镜面辐射造成的低频随机运动，对“顺时针”和“反时针”干涉臂的光程影响是完全相同的，
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即不影响 x = L1 − L2。唯一需要注意的是 50− 50 分束器。注意到在惯性参考系下，干涉仪相位可以

写为 φsagnac =
√
22πvL/λc，其中 v = p/m 是分束器沿着 45 度 (角向) 运动的速度。可以证明，当系

统的相位 φsagnac = (2n + 1)π 时，由于输入激光都从 b†2 端口输出，入射光反射和出射光反射的辐射

压力（包括涨落）都基本互相抵消，而透射光是不传递动量的, 因此光压不对 p = mv 造成影响。此时

Sagnac 干涉仪相当于对分束器的速度进行“量子无损测量”，在我们分析的这个简单图像下，可以以
极大激光功率获得”任意精度“。

更加一般的，如果干涉仪的相位 φ(O) 对应的物理量 O 本身是一个量子力学量，那么我们自然希

望 O 同时是待测量子系统的守恒量，那么我们就可以设计干涉仪结构及工作点，做到干涉测量对 O 不

产生扰动，以对 O 的共轭变量产生大的扰动为代价, 对 O 实现高强度，长时间的无损测量。

有趣的是，”量子无损测量“虽然对测量量 O 没有反作用，但是测量结果却可以让本身不确定的

O 局域化。具体来说，极高的测量精度可以将原本分布广泛的 ∆O 压缩到任意小。这儿的初始 ∆O 同

时包括我们人类的无知及随机量子涨落（局域波包的动量 p 本身有分布）。

量子无损测量导致的观测量局域化常常特别有用，例如，以相移测量 N 原子布居数 O = Σz =∑N
j σ

j
z，原子能级布居是守恒量，而相移测量本身不改变布居，因此可以长时间测，测得很准。如果

初态每个原子都处于 σj
x 的本征态，因此有 ∆σz = 1 以及 ∆Σz =

√
N 很大呢？随着无损测量的进展，

∆Σz(t) 会逐渐变窄，在以 N 个 1/2 自旋连接的广义布洛赫球上在赤道附近形成沿着 z 方向的自旋压

缩。

E. 压缩光场的产生和应用

图 19. Squeeze of shot noise with sqeeuzed light

干涉仪即“复合分束器”。从式 (61) 我们知道，在干涉仪中，∆xβ = 1/
√
2 对应于输入“暗”端口

是真空态。
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如果输入“暗”端是真空压缩态：

|ξ⟩ = S(ξ)|V ⟩ (81)

而对于单模光场，

S(ξ) = e−( ξ
2 (a

†)2−h.c.)

是“压缩算符”，ξ = |ξ|eiϕξ 是复数。

将 S(ξ) 对 ξ 做泰勒展开，很容易发现压缩真空态是偶数光子态的相干叠加，可以证明，展开为数

态的表达式为：

|ξ⟩ =
√

sech(|ξ|)
∞∑

n=0

√
(2n)!

n!2n
[eiϕξtanh|ξ|]n|2n⟩ (82)

真空压缩态的相空间表示见图 (19)(a-c)。
运用式 (82) 对观测量的期待值做具体计算常常并不方便。另一方面，对于任何观测量 O 来说，由

于 ⟨ξ|Om|ξ⟩ = ⟨V |(S†(ξ)OS(ξ))m|V ⟩，因此，我们只需要考虑 O(ξ) = S†(ξ)OS(ξ) 的性质。

我们考虑 a,a† 的变换性质。考察

a(ξ) = S†(ξ)aS(ξ)

首先，我们可以做一个酉变换，a → ae−iϕξ/2, 这样 ξ → |ξ| 就是实数了，我们对 a 求导并注意到

S†amS = am(ξ), 得
da(ξ)

dξ
= [((a(ξ)†)2 − a(ξ)2), a(ξ)]/2

即
da
dξ

= −a†,
da†

dξ
= −a.

(83)

我们可以将这个方程相加和相减，得到：

dxξ

dξ
= −xξ,

dpξ

dξ
= pξ.

(84)

这儿 xξ, pξ 的下标代表沿着 a 已经转动到 ξ 的方向，我们有

xξ(ξ) = xξe
−|ξ|,

pξ(ξ) = pξe
|ξ|

(85)

以及在一般角度 argβ 下的正交分量

xβ(ξ) = xξe
−|ξ|cos(ϕβ,ξ) + pξe

|ξ|sin(ϕβ,ξ) (86)

因此显然有, 在任意方向上
⟨ξ|xβ|ξ⟩ = 0

⟨ξ|pβ|ξ⟩ = 0
(87)

以及在 |ξ⟩ 态的本征方向上
∆xξ = e−|ξ|/

√
2

∆pξ = e|ξ|/
√
2

(88)
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注意到压缩态在“正确的方向”，仍然是满足海森堡不确定关系的最小值：

∆xξ∆pξ = 1/2

最后，我们有

a(ξ) = cosh(|ξ|)a+ sinh(|ξ|)a†e−iϕξ ,

a†(ξ) = cosh(|ξ|)a† + sinh(|ξ|)aeiϕξ ,
(89)

保持 [a(ξ), a†(ξ)] = 1 (并不令人惊讶，因为 S(ξ) 是酉算符)。
式 (89) 允许我们计算真空压缩态下的光子数:

⟨ξ|a†a|ξ⟩ = ⟨V |a†(ξ)a(ξ)|V ⟩
= sinh2(|ξ|)

(90)

即在大 |ξ| 极限下，压缩真空的光子数 n̄ ≈ e2|ξ|/4，这么多光子数的态也叫真空态，合适吗？还是合适

的，因为有式 (87)(88)。

F. 压缩相干态

我们当然可以定义一般压缩态:

|α, ξ⟩ = D(α)S(ξ)|V ⟩ (91)

一般压缩态存在两个相位: ϕα 及 ϕξ/2，如果 ϕα = ϕξ/2+Nπ，即相空间移动方向即压缩方向，叫

做强度压缩态。反之，如果 ϕα = ϕξ/2 +Nπ ± π/2，则称为相位压缩态。

显然，相位压缩态有利于相位检测。可以证明，对于相位压缩态 |α, ξ⟩ 态，式 (70) 需要改写为：

∆ϕα,ξ =
e−ξ

2|α|
(92)

高质量压缩真空的产生的重要方法是简并下转化，而相位压缩态可以将 |ξ⟩ 输入到高透射分束器
的透射端，并以侧向相干态注入产生 (式 (54))。

G. 简并下转化

在非线性光学中，简并下转化是二次谐波的逆过程。波长为 λ/2 的泵浦光在非线性晶体中和 λ 光

场相互作用，哈密顿量可以写为：

H = βa†pa
2 + h.c.

考虑泵浦光为相干态 |α0⟩，并作半经典近似：

Hsc = ih̄ga2 + h.c. (93)

其中 g = βα∗
0，更加物理的表达见图 (20)。考虑光场经过晶体时间为 τ , 演化算符可以写为 S = S(ξ)，

而 ξ = 2gτ。
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图 20. Phase-matched degenerate down conversion for squeezed vacuum generation, schematic.

H. 压缩过程的经典直觉

注意式 (93) 可以约化为 Hsc = gr(x
2 − p2) + gi(xp + px)，可以和自由光场的哈密顿量 H =

h̄ω
2
(x2 + p2) 作一个对比。压缩光的产生，实际上相当于对单模光场“谐振子”的“质量”做了一个瞬

态的改变，从而导致基态波函数的相空间分布发生压缩。

I. 干涉仪真空涨落的相位相关抑制

事实上，任何光场量子态的制备，传输，到探测，都有可能有损耗，在第 (VIII) 讨论。以下我们
姑且假设完美压缩，完美光传输，完美检测，没有损失。

我们考察如图 (19)(a)(b)，对 M-Z 干涉仪的 a†1 端口注入压缩真空 S(ξ)|V ⟩, 调节相干态 |α⟩ 的相
位，则输出端的光电流差测量 ñ1,2 =

√
2βxβ 中的 xβ 可以和 xξ 平行，进而有 ∆xβ = e−|ξ|/

√
2 的噪声

压缩。

相应的, 对干涉仪相位的估计式 (75) 可以改写为：

∆ϕ =
e−|ξ|
√
n̄

(94)

应用到实际测量，我们可以在降低 n̄ 到 e−2|ξ| 倍的情况下获得相同的相位测量精度 (同时保持压
缩态本身携带的光子数 sinh2(|ξ|) ≪ n̄)。具体来说，相干光注入端的功率可以降低 e2|ξ| 倍。运用到引

力波探测，似乎自然有辐射压力涨落的下降，是否对呢？

J. 干涉仪内部的光强涨落

回到干涉仪的模式变换式 (37)，我们知道:

S = ST
1 SfS1

其中

S1 =
1√
2

[
1 i

i 1

]
(95)
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Sf =

[
eiϕ/2 0

0 e−iϕ/2

]
(96)

才能有 t = sin(ϕ/2), r = cos(ϕ/2) 的复合变换。在这样的约定下，对于干涉仪输出来说 argβ =

argϕξ/2 即要求注入光 argα = argϕξ/2，才能有 ∆xβ = e−|ξ|/
√
2。然而相同的相位要求，对于 S1 输出

来说，却是说 argβ(1) = π/2 + argϕξ/2。因此，如果我们考察干涉仪内部的光子数相对涨落，

∆n
(1)
1,2 =

√
2|α|∆xβ(1) = |α|e|ξ|

实际上是增大了 e|ξ| 倍，刚好和功率 P 降低 e2|ξ| 倍导致的散粒噪声下降互相抵消。因此，SQL 不
会有变化！

讨论：

1) 相对相位测量需要相对光子数涨落。∆ϕ > 1/∆n，事实上，优化相位精度的方案总是伴随 ∆n

的增加。极端案例：|ψ⟩ = 1√
2
(|0, n⟩+ |n, 0⟩) (见下节)

2) ∆n 自然导致辐射压力涨落，因此，似乎压缩是无法同时降低相位散粒噪声及辐射压力涨落的？

一个巧妙的解决方案是结合激光功率增强技术中的共振腔，运用共振腔的色散，调节辐射压力涨

落导致的反射镜运动响应相位。在此不做展开。

VIII. 光学损耗

任何光场量子态的制备，传输，到探测，都有可能有损耗。有些损耗是显然的，比如传输过程中的

光子散射和吸收 (损耗为 l = 1− e−OD)。另一些则不太显然，比如内差测量 (图 (13)) 中光路没有调节
对，待测光路并没有和局域光路完全模式匹配, 因此只有匹配的部分 (内积，由 f ∝ |

∫
E∗
1E2d2r⊥cdt|2

决定, 损耗为 l = 1− f) 进入了测量。以及探测器本身的量子效率 Q < 1 (损耗为 l = 1−Q)。
一个很重要的思考是，所有上述类型的损耗下的量子态，均可以用分束镜下的输入输出关系，结

合”部分求迹“（Lecture 1) 来描述。
考察单模光场量子态 |ψ⟩ = f(a†)|V ⟩ 入射透射率为 |t|2 = 1− |r|2, l = |r|2 的理想分束器，分束器

的另一个入射端是真空 |V ⟩, 因此分束器输出端的量子态可以表达为：

|ψ⟩out = f(tb†1 − r∗b†2)|V ⟩ (97)

无论何种光损失，由于其造成的后果中我们只关心透射 b1 模式，我们可以对我们不关心的 b2 自

由度求迹，进而获得 b1 模式的密度矩阵：

ρ = traceb2(|ψ⟩out⟨ψ|) (98)

很显然，从式 (97) 到式 (98)，仅有当 |ψ⟩out 是直积态，即可以写为 |ψ1⟩|ψ2⟩ 形式的时候，光损失
下的光子态 ρ = |ψ1⟩⟨ψ1| 才可能是纯态。
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图 21. Wigner distribution of sqeeuzed light (a-c), squeezed light subjected to optical loss (d,e), and vacuum state
(f).

什么样的纯态 |ψ⟩ 可以做到这一点？相干态可以：对于输入态 |ψ⟩ = |α⟩, 那么输出态

ρ = |tα⟩⟨tα| (99)

是纯态，只是振幅降低了
√
1− l 倍，能量降低了 1− l 倍而已。

损失下纯态变成混合态的例子就很多了。对损失最脆弱的纯态是 Fock 态 |ψ⟩ = |n⟩，我们有

|ψ⟩out =
(tb†1 − r∗b†2)

n

√
n!

|V ⟩

=
∑
m

Cm
n

tm(r∗)n−m(b†1)
m(b†2)

(n−m)

√
n!

|V ⟩

可知

ρ =
∑
m

Cm
n (1− l)mln−m|m⟩⟨m| (100)

即数态下出射是数态的混合态，其中 Cm
n = n!

m!(n−m)!
。Fock 态在 l 损失下的分布概率由二项式分布

f(n,m) = Cm
n (1− l)ml(n−m) 决定, 非常形象直观。

接下来我们考虑压缩态，如图 (22), 入射 |ψ⟩ = S(ξ)|V ⟩ = e
ξ
2 (tb

†
1−r∗b†2)

2−h.c.|V ⟩ 经历了光损失 l, 然
后才进入平衡内差测量。因此测量的光子态是 ρ = tracec(|ψ⟩⟨ψ|)混合态，其压缩属性被“等效分束器”
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图 22. Homodyne detection of a sequeezed state after l-loss. The effective beamsplitter not only induce loss of
incident squeezed light, but also introduce vacuum state in the c mode into the output.

的真空输入混合下遭到破坏。可以证明,

∆x2β ≥ ((1− l)e−2|ξ| + l)/2 (101)

因此，损耗 l 限制了最大压缩程度。

压缩态非常怕损耗，越是高度压缩的压缩态 e|ξ| ≫ 1，越是对损耗 l 敏感。损耗下的压缩态相空间

表达见图 (21)(d,e)。
事实上，越是非经典的量子纯态，越对损失敏感，其本质原因，正是因为“光学损失”是一个两步

过程，其中第一步是相干分束。而分束器的入射暗端口 (图 (22) 的 d 端口)，即使是真空态，也必然混
入透射光场，破坏量子性。

第三次作业第一部分

1) 请完成式 (41) 的推导, 并将输入态 |ψ⟩ = (a†1)
2(a†2)|V ⟩ 用输出态算符表达。

第三次作业第二部分

1) 请结合上下文及图 (12)，详细完成式 (54) 的推导，并给出和 r 成正比的一阶修正项的表达式。

2) 请结合上下文，详细从式 (57) (58) 推导式 (59)，并由式 (60) 计算 ∆xβ, ∆pβ。
3)请考察图 (4d)的萨尼亚克干涉仪结构及式 (38)(39)。现考虑功率为 P ,波长为 λ的激光从 a†1 端

口注入，通过在 T 时刻内观测 b†1 端口的光子计数 n1 = b†1b1 来推测系统的转动。我们的任务是 T = 1

秒钟测量下的转动分辨率达到或者超过地球转动率,

∆Ω ≤ Ωearth

请推导相应激光功率 P , 波长 λ及干涉仪面积 A的要求。如果我们只有 P = 1 W的 λ = 1064 nm
激光，并且希望整个干涉仪能够放到一个 10cm×10cm×1cm 的小盒子里面，是否可以做到？

4) 请结合上下文，从式 (81) 压缩真空态的定义出发，详细推导式 (88)。
5) 请结合上下文，证明式 (100)。
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