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本文档随教学进程跟新。

I. 回顾: 自由光场的二次量子化

我们通过寻找自由电磁场的正则坐标和正则动量，完成了光场的量子化，这儿有几个点再回顾一

下：

A. 电磁模式函数归一化，单光子波函数

我们电场算符可以由自由空间光场模式函数 El 展开，表达为

E(r, t) =
∑
l

Elale−iωlt + h.c. (1)

我们可以计算一下自由电磁场能量 Hl = ε0
∫

d3|E(r)|2 在单光子态 |1l⟩ = a†l |V ⟩ 态下的期待值,

⟨1l|Hl|1l⟩ = 3ε0

∫
d3|El(r)|2 =

3

2
h̄ωl,

因此电磁模式函数的归一化条件:
ε0

∫
d3|El(r)|2 =

1

2
h̄ωl. (2)

例如，对于周期性边条件下量子化体积 V 内的平面波模式来说，Ek,s =
√

h̄ωk

2ε0V
eseik·r, 且满足横波条件

es · k = 0。满足这样归一化条件的电磁模式函数 El 又被称为单光子波函数，在下一讲中会进一步论述。

B. 从行波模式到高斯模式

我们知道光场模式变换

Ẽl =
∑
k

SlkEk

对应光子产生算符变换

b†l =
∑
k

Slkak

其中 S 是模式函数空间的幺正算符， ∑
S∗
l′kSlk = δl′l

如下，我们忽略偏振指标 s, 考虑行波模式 Ek 和某个特定高斯光场 EG 之间的变换。定义变换矩阵

SG,k⊥ = w0

√
2π

A
e−

1
4 k2

⊥w2
0 . (3)

其中下标 G 代表我们希望变换出来的高斯光模式。这个模式沿着 z 方向传播，真空波长为 λ, 束腰的
位置在 z = 0, 腰宽为 w0。在上式中我们考虑将量子化体积刻画为 V = A× L，其中长度 L 沿着 z 方

向，而 A 是 r⊥ = (x, y) 方向上的量子化面积。
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我们定义波数 k = 2π/λ, 那么有

EG(r⊥, z) =
∑
k⊥

w0

√
2π

A
e−

1
4 k2

⊥w2
0

√
h̄ωk

2ε0V
eik·r

≈
∑
k⊥

w0

√
2π

A
e−

1
4 k2

⊥w2
0

√
h̄ωk

2ε0V
eik⊥·r⊥−i

k2
⊥

2k z+ikz

→ A

(2π)2

∫
d2k⊥w0

√
2π

A
e−

1
4 k2

⊥w2
0

√
h̄ωk

2ε0V
eik⊥·r⊥−i

k2
⊥

2k z+ikz.

(4)

注意，上式从第一行到第二行我们运用了泰勒展开，
√
k2 − k2⊥ ≈ k− k2

⊥
2k
，并忽略高阶项。注意到这个

二阶近似的准确性可以由高斯积分 e−
1
4k

2
⊥w2

0 保证: kw0 ≫ 1 即光束拥有好的准直性，即可。这个近似

和上一讲中行波包络面的“慢变化振幅近似”，或者“旁轴近似”，一脉相承。

通过上式第三行的二维积分（对高斯型的傅里叶变换），可以得到:

EG(r;P ) =
√

h̄ωk

ε0πL

1

w(z)
e
− r2⊥

w2(z)
−ik

r2⊥
2R(z)

+iφGeikz. (5)

其中 P 代表高斯光的参数集合，包括束腰位置 r0 = 0, 波矢 k = kez, 高斯腰宽 w0。这些参数决定了如

下沿着传播方向变化的参量: 腰宽 w(z)，波前曲率半径 R(z)，Gouy 相位 φG(z)，

w(z) = w0

√
1 + z2/z2R,

R(z) = z + z2R/z,

φG(z) = arctan(z/zR),

zR = πw2
0/λ.

(6)

其中 zR 称为瑞丽长度。

有了式 (6)的 EG，我们可以通过正交化的方法产生 {Ẽl}并令 Ẽ0 = EG,进而完成 (a†k, Ek) ↔ (b†l , Ẽl)
模式变换。

C. 局域光场模式

上述式 (5) 的单光子波函数 EG 强度峰值为
√

h̄ωk

ε0πL
1
w0

, 可远大于行波模式的
√

h̄ωk

ε0V
，但如果取宏观

量子化体积，那么 L→ ∞ 仍然意味着该模式的单光子电场强度趋于零。有没有更强的单光子电场呢？
回顾第二讲电磁场量子化，形式上来说，我们可以考虑“反射镜“闭合下有限体积的光场量子化。

例如，考虑沿着 z 方向摆放，曲率为 R(z),z = −d/2, d/2 的球面反射镜对，可支持沿着 ±z 传播的高
斯模式驻波场 1√

2
EG(r⊥, z, k) + EG(r⊥, z,−k)，模式体积减小为 w2

0d，因此单光子电磁强度的峰值变为

有限数。

进一步，如果我们不考虑光学材料的折射率极限或者损耗，那么，可以想象构造一个 r = λ/2 级

别的理想微腔（硬墙边条件）。这样的微腔体积 V λ3 是频率为 ω = 2πc/λ 的自由空间电磁模式体积最

小值为。因此单光子电场峰值的上限是:

|E|max ∼
√

h̄ω

ε0λ3
. (7)

现实生活中，制造这样微腔的一个比较基本的限制是透明物质的折射率不很高 (n = 2 就算高折射率

了)，因此，做出来的反射镜，其反射界面必然伴随光波的”隧穿”，事实上增大了模式体积。此外，波
长级别的“反射内腔”是非常难加工的，目前最接近的工艺技术上是通过对光子晶体引入点缺陷形成。
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D. 含时脉冲模式

不引入光学腔，在自由空间也可以在式 (5) 基础上通过得加不同波长单色光模式，形成脉冲光模
式，进而增大瞬态单光子场强。和式 (5) 的旁轴近似对应，在第二讲最后我们介绍了脉冲光的波动方
程，显而易见的是，如果我们对式 (5) 做变量代换:

z → z̃ = z − ct

可有有脉冲光模式，

EG(r, t;P ) =
√

h̄ωk

ε0πcτ

1

w(z̃)
e
− r2⊥

w2(z̃)
−ik

r2⊥
2R(z̃)

+iφGeikz̃f(z̃). (8)

其中脉冲函数 f(z) 满足 ∫
dz|f(z)|2 = cτ (9)

式 (8) 值得再讨论一下：

1. 加入含时因子 f(z − ct) 的式 (8) 仍然满足自由场 Maxwell 方程的前提是慢变化振幅近似，即
|c∂zf | ≪ |ωf |。与此相应，式 (2) 中的 ω 成为平均频率。

2. 现实生活中，对于光学波段的模式函数来说，ω ∼ 2π × 1014Hz, 或者说百 THz 级别，因此，即
时脉冲时长短到 τ = 1× 10−12sec, 或者说 1 皮秒级别，式 (8) 近似也是很不错的。

3. 随着腰宽 w0 及脉冲长度 τ 的压缩，EG(r, t;P )光束束腰及脉冲中心的峰值单光子强度可以相当
可观。然而需要注意的是，对于静止物体来说，这样的脉冲相互作用时间也仅仅是 τ。对于我们

接下来要说的电偶极跃迁 E · d，单光子相互作用积累相位 δφ ∼ Eτ ∝
√
τ，事实上随着脉冲长

度 τ 的减少而下降。因此，通过压缩脉冲光模式的时长 τ 来提高单光子电场强度的用处有限。

E. 电场正交分量

我们回到式 (1)。
已经提到，电场算符还可以分解为正频分量 E(+) 及负频分量 E(−)，写为

E = E(+) + E(−)

其中 E(+) 只含光子湮灭算符 al, 且在海森堡表象下的含时相位因子为 e−iωlt，是为“正频”!
我们将光场升降算符重写为正交分量

al =
1√
2
(x̂l + ip̂l),

a†l =
1√
2
(x̂l − ip̂l)

(10)

带入到式 (1), 有
E(r, t) = Ex(r, t) + Ep(r, t),

Ex(r, t) =
∑
l

√
2Re[El(r)e−iωlt]x̂l,

Ep(r, t) =
∑
l

√
2Im[El(r)e−iωlt]p̂l.

(11)
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式 (11) 是电场算符的“正交分量”分解。对于其中的每一个模式 l, 其中 Ex,l(r, t) 常常称为“同相分
量”，Ep,l(r, t) 常常称为“正交分量”，是沿用微波通讯领域的术语。显然的是，由于 x̂l, p̂l 不互易，
Ex,l(r, t), Ep,l(r, t) 无法同时精确测量。

F. 电场算符的期待值决定于于相邻 Fock 态的相干性

我们考虑单模 E 激发态

|ψ⟩ = f(a†)|V ⟩

电场算符的期待值为

⟨E(r, t)⟩ = ⟨V |f(a)E(+)f(a†)|V ⟩+ c.c.,

=
∑
n

(n+ 1)!fnfn+1E(r, t) + c.c..
(12)

因此，电场算符的期待值不为零的必要条件，是相邻光子数态 n, n+ 1 具有相干性。

注意，这儿我们运用到

[a, f(a†)] = ∂a†f(a†) (13)

II. 相干态

A. 相干态的完备性和正交性

相干态有很多有趣的性质，这儿我们再补充两个重要的性质：

正交性（不正交）

|⟨β|α⟩|2 = e−|α−β|2 (14)

即在复平面上，只有当 |α− β| ≫ 1 时，|α⟩ 和 |β⟩ 才是正交的。这是因为：

⟨β|α⟩ = e−|α|2/2⟨β|eαa
†
|0⟩

= e−|α|2/2+αβ∗
⟨β|0⟩

= e−(|α|2+|β|2)/2+β∗α

(15)

完备性： ∫
d2α

π
|α⟩⟨α| = 1 (16)

这是因为，对任意 Fock 态 |n⟩，我们有：

∫
d2α
π
|α⟩⟨α|n⟩

=
∫

d2α
π
e−|α|2 ∑

m
αm
√
m!

(α∗)n√
n!

|m⟩
=

∫ 2π

0
dφ
2π
ei(m−n)φ

∫∞
0
d|α|2e−|α|2 ∑

m
|α|m+n

√
m!n!

|m⟩ = |n⟩
(17)

由式 (14)及式 (16),相干态 {|α⟩}构成的基矢是“超完备”的。事实上，和量子态 |ψ⟩ =
∑

n cn|n⟩,
观测量 O =

∑
m,nOm,n|m⟩⟨n| 的正交完备基矢展开不同，相干态的相关展开由无穷多种方式，我们选

择方便的方式。
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最简单的方式是对式 (16) 的直接应用：

|ψ⟩ =
∫
d2α

π
cα|α⟩

其中 cα = ⟨α|ψ⟩.

O =

∫
d2α

π

d2β

π
AO(α, β)|α⟩⟨β|

其中 AO(α
∗, β) = ⟨α|O|β⟩ 是二元复变函数。

由于相干态下正则排序算符期待值计算的便利性，可以想象，这样的相干态展开对于密度矩阵是

重要的，

ρ =

∫
d2αd2β

1

π2
|α⟩⟨α|ρ|β⟩⟨β|

=

∫
d2αd2βP (α∗, β)|α⟩⟨β|

(18)

其中 P (α∗, β) 叫做” 正值 P 函数”, 是二元复变函数。

B. 复平面积分

接下来我们要运用一些复平面积分的公式，这儿先总结一下：

按照复平面积分定义，∫
d2αf(α, α∗) =

∫
dαrdαif(αr + iαi, αr − iαi). (19)

记 α = 1√
2
(x+ ip)，那么在直角坐标系下有∫

d2αf(α, α∗) =
1

2

∫
dxdpf( 1√

2
(x+ ip),

1√
2
(x− ip)). (20)

当然，我们可以以极坐标参数化,α = |α|eiφ, 那么有∫
d2αf(α, α∗) =

∫ ∞

0

d|α|
∫ 2π

0

dφf(|α|eiφ, |α|e−iφ). (21)

接下来，我们对函数的自变量表达宽松一些，常常用 f(α) 代表 f(α, α∗)，也常常用 f(x, p) 代表

f(α, α∗)。

1. 傅里叶变换

考虑积分变换:
F (β) =

∫
d2αeβ

∗α−α∗βf(α) (22)

令 α = 1√
2
(x+ ip),β = 1√

2
(X + iP ), 则上式可以写为:

F (X,P ) =
1

2

∫
dxdpeixP−ipXf(x, p) (23)
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即对 f(x, p) 做二维傅里叶变换 (多一个 1/2 因子)。
反傅里叶变换为:

f(α) =
1

2π2

∫
d2βe−α∗β+β∗αF (β) (24)

上述傅里叶变换公式 (22)(24) 和如下复狄拉克函数等式相联系:∫
d2αeβ

∗α−α∗β = 2π2δ(2)(β) (25)

其中 δ(2)(β) = δ(βr)δ(βi)。

C. 密度算符的 Q-表示和 P-表示

回到式 (18)，由于相干态的超完备性，我们发现实际上 ρ 可以有如下 P 表示：

ρ =

∫
d2αP(α, α∗)|α⟩⟨α| (26)

其中复变函数 P(α, α∗) 称为密度矩阵的 P-函数。这个是很让人惊讶的：算符常常可以在相干态表
象里面形成对角化的表示。

和 P-表示对应的有 Q-表示：

Q(α, α∗) =
1

π
⟨α|ρ|α⟩ (27)

将式 (27) 带入到 (26) 可得，

Q(α, α∗) = P(α, α∗) ∗ 1

π
e−|α|2 (28)

其中 ∗ 代表卷积：f(x) ∗ g(x) =
∫
f(x− y)g(y)dy.

举例来说，对于相干态 ρ = |α0⟩⟨α0|,

Q(α, α∗) =
1

π
e−|α−α0|2 ,

P(α, α∗) = δ(2)(α− α0).

(29)

对于数态 ρ = |n⟩⟨n|,

Q(α, α∗) =
|α|2n

πn!
e−|α|2 ,

P(α, α∗) = ...

(30)

P− 表示和 Q− 表示有啥用？我们考虑某个观测量 O(a, a†)，由于 a, a† 不互易，对其泰勒展开可

以很多种方式，其中有

O(a, a†) =
∑
m,n

OA
m,na

m(a†)n,

O(a, a†) =
∑
m,n

ON
m,n(a

†)man.
(31)
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其中第一行方法叫“反正则展开”，第二行方法叫“正则展开”。可以证明

⟨O(a, a†)⟩ =
∫

d2αOA(α, α∗)Q(α, α∗),

⟨O(a, a†)⟩ =
∫

d2αON (α, α∗)P(α, α∗)

(32)

其中 OA(α, α∗) =
∑

m,nO
A
m,nα

m(α∗)n, ON (α, α∗) =
∑

m,nO
N
m,nα

∗m(α)n 按照式 (31) 的定义。
式 (32)将算符期待值的计算转换为二维复变函数的积分，在研究一些系统解析性的时候比较有用。

此外，由于式 (11)，Q-函数，P-函数的 α = αr + iαi 复平面分布均在一定程度上体现了电场正交分量

的二维分布。更加一般的，Q，P-函数一定程度上体现了 (x, p) 一维运动的相空间分布。然而真正的经

典像空间分布函数 ρc(x, p) 需要满足“边缘分布”条件,

f(x) =

∫
dpρc(x, p) (33)

即沿着动量分布积分后，能给出实空间密度分布 f(x)，这个性质只有接下来要介绍的魏格纳函数才有。

III. WIGNER 函数

密度矩阵 ρ 对应的魏格纳函数 w(α, α∗) 定义为

w(α, α∗) =
1

2π2

∫
d2β trace(ρD(β))eβα

∗−β∗α

=
1

2π2

∫
d2β trace(ρeβ(a†−α∗)−β∗(a−α))

(34)

由式 (22)，上式第一行是说，魏格纳函数是 W (β) ≡ trace(ρD(β)) 的二维傅里叶变换。

由式 (25)，上式第二行是说，该魏格纳函数的经典极限正是经典力学的相空间分布函数。为更加
明显的看出这一点，我们做变量代换，

a =
1√
2
(x̂+ ip̂)

α =
1√
2
(x+ ip)

β =
1√
2
(X + iP )

有

w(x, p) =
1

4π2

∫
dXdP trace(ρeiX(p̂−p)−iP (x̂−x))

=
1

4π2

∫
dXdP trace(ρeiX(p̂−p)/2e−iP (x̂−x)eiX(p̂−p)/2)

=
1

4π2

∫
dXdP trace(eiX(p̂−p)/2ρeiX(p̂−p)/2e−iP (x̂−x))

=
1

4π2

∫
dXdPdx′⟨x′ − X

2
|ρ|x′ + X

2
⟩e−iP (x′−x)−iXp

=
1

2π

∫
dX⟨x− X

2
|ρ|x+

X

2
⟩e−iXp

(35)

由式 (35)，显而易见的是,
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f(xθ) =

∫
dpθw(xθcosθ + pθsinθ, pθcosθ − xθsinθ). (36)

其中 xθ = xcosθ − psinθ, pθ = pcosθ + xsinθ 是” 相空间” (x, p) 沿着 θ 方向的直角坐标。

对比式 (36) 式 (33) 表明，魏格纳函数 w(x, p) 是经典相空间分布函数 ρ(x, p) 的量子对应。

A. 魏格纳函数和 P-,Q-函数的关系

w(α, α∗) = P(α, α∗) ∗ 1

2π
e−2|α|2 (37)

B. 魏格纳函数举例

1. 考虑 ρ = |α0⟩⟨α0|, 我们有：

w(α, α∗) =
1

2π2

∫
d2β⟨α0|eβ(a

†−α)−β∗(a−α)|α0⟩

=
1

2π2

∫
d2βe−|β|2/2+β(α∗

0−α)−β∗(α0−α)

=
1

2π
e−2|α−α0|2 .

(38)

在正交坐标 (x, p) 下，我们有

w(x, p) =
1

π
e−((x−x0)

2+(p−p0)
2) (39)

注意, 在薛定谔表象下，
|α0(t)⟩ = |α0e

−iωt⟩

因此:x0(t) = x0cos(ωt), p0(t) = p0sin(ωt).
对比牛顿力学的谐振子相空间密度分布见图 (1)。

2. 考虑 ρ = 1

1+e−4|α0|2 (|α0⟩+ | − α0⟩)(⟨α0|+ ⟨−α0|), 我们有：

w(α, α∗) =
1

2π2

1

1 + e−4|α0|2

∫
d2β⟨α0|eβ(a

†−α)−β∗(a−α)|α0⟩+

⟨−α0|eβ(a
†−α)−β∗(a−α)| − α0⟩+

⟨α0|eβ(a
†−α)−β∗(a−α)| − α0⟩+ c.c.

(40)

IV. 相干态在“受迫振子”驱动下产生

我们考虑在电磁宇宙处于真空态，中心放一个“受迫振子”，其电偶极矩有含时振幅

d(t) = d0e
−iω0t + c.c.
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图 1. Comparison between the phase Space density distribution of a harmonic oscillator (dashed line) and a coherent
state (color countour).

我们考虑电偶极相互作用，

V = −
∫

d3rE(r, t) · d0(t)δ
(3)(r)

在相互作用表象下，有

H = −
∑
l

El(0) · d∗0e−i(ωl−ω0)ta+ h.c.+

El(0) · d0e−i(ωl+ω0)ta+ h.c.

(41)

由于宇宙初态是真空，|ψ(t = 0)⟩EM = |V ⟩, 由薛定谔方程，我们可以写出

|ψ(t)⟩ = T̂ ei
∫ t
0
(gle

i(ω−ω0)τ+g∗
l e

i(ω+ω0)τdτ)a†
l+h.c.|V ⟩,

=
∏
l

Dl(αl)|V ⟩ (42)

注意，上式从第一到第二行，自由场不同模式的升降算符是互易的。在上式中我们定义了“单光子拉比

频率”,
gl = El · d0/h̄ (43)

同时，为了表达式的简便，我们约定光场的模式函数 El(0) ∈ R 是实数。而 Dl(αl) = eαla
†
l−α∗

l al 是位移

算符，位移量

αl(t) = i

∫ t

0

(
gle

i(ωl−ω0)τ + g∗l e
i(ωl+ω0)τ

)
dτ

= (ei(ωl−ω0)t − 1)
gl

ω0 − ωl

+ (ei(ωl+ω0)t − 1)
g∗l

ω0 + ωl

(44)

我们考虑近共振驱动，经典偶极子的频率 ω0 和真空场频率 ωl 接近，|ω0 −ωl| ≪ ω0, ωl，那么第二项显

得很小，可以忽略。这个第二项称作“反旋转波”项，其忽略过程是“旋转波近似”，详见下。

特别的，对于 ωl = ω0 的共振模式，我们有 αl(t) = iglt 随驱动时间线性增长。

事实上，以上推导也可以在海森堡表象下展开，我们有降算符 a 的运动方程：

iȧl = −glei(ω−ω0)t − g∗l e
i(ω+ω0)t (45)

这样，就制造出相干态光场了。我们还可以通过调制 d(t) 的振幅和相位来调制出射光的振幅和相
位。可是，这个经典振荡的 d(t) 怎么产生呢？
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V. 二能级原子和单模光场的偶极相互作用

图 2. Two level system

如何从量子世界产生相干态？这个问题的理解可以首先从单原子和光场的相互作用出发，相互作

用形式仍然是电偶极，V = −E · d̂, 只是偶极子是算符形式，可以在原子哈密顿量本征态 |n⟩ 下展开为

d̂ =
∑
m,n

dmne
iωmnt|m⟩⟨n|+ h.c. (46)

以下我们考虑由两个凹面镜构成的光学腔内的高斯模式 E = EG(r)，其中心 r⊥ = 0, z = 0 处有一

个原子，其基态 |g⟩ 和某个电偶极激发态 |e⟩ 之间的能级差 h̄ωeg 非常接近光学频率 ω (Fig. 2)，那么，
我们可以忽略其他能级的存在 (及姑且忽略其它光学模式），直接截断态空间，写出我们在相互作用表
象下写出总哈密顿量：

H = −E(r = 0, t) · d̂(t)

= −h̄ge−i(ω−ωeg)taσ+ + h.c.

− h̄g∗e−i(ω+ωeg)taσ− + h.c.

(47)

其中有二能级偶极算符

d̂(t) = dege
iωegt|e⟩⟨g|+ h.c. (48)

以及单模电场算符

E(r, t) = EG(r)ae−iωt + h.c. (49)

g = E(0) · deg/h̄ 称为“单光子拉比频率”(还是约定 E(0) ∈ R)，而 σ+ = |e⟩⟨g| 是二能级原子的升算
符，σ− = |g⟩⟨e| 为降算符。

A. 旋转波近似

式 (47) 第二、三行的意义都很明确：第一行的意思是原子被激发 (从 |g⟩ 到 |e⟩), 光子湮灭一个 (a
作用), 而 h.c. 是说原子退激发 (从 |e⟩ 到 |g⟩), 光子产生一个 (a† 作用)。这个读起来很顺。

第二行就奇怪了：原子被激发, 同时光子产生一个；或者原子退激发, 同时光子湮灭一个。这样的
过程显得不自然。事实上，从相干的耦合系数含时性来看，第二项是 ei(ω+ωeg)t，在我们的近共振前提

下，振荡速度远大于第一项的 ei(ω−ωeg)t。

这个第二行相互作用被称为“反旋转波”项，在相互作用中是一个极度能量不守恒的项，因此只有

在非常短的时间尺度上才得已体现。我们常常将之忽略，得到旋转波近似下的相互作用哈密顿量:

11



Hrot = −h̄ge−i(ω−ωeg)taσ+ + h.c. ≡ HJC (50)

以下我们忽略 Hrot 的下标。事实上，式 (50) 是著名的 Jaynes-Cummings 模型的哈密顿量，所以我们
又记之为 HJC.

B. 单光子拉比振荡

接下来我们考察式 (50) 对应希尔伯特空间的动力学。该 J-C 哈密顿量，在本课程的后半部分腔电
动力学中会详细介绍。这儿我们首先考察一个最简单的情况：第一激发态动力学。我们考虑原子 + 电
磁场联合系统的初态是：

|ψ(t = 0)⟩ = |e, V ⟩, (51)

即原子处在激发态，光场在真空。那么，观察式 (50) 哈密顿量，我们发现系统态矢量的演化必然可以
分解为：

|ψ(t)⟩ = ce(t)|e, V ⟩+ cg(t)|g, 1⟩

薛定谔方程可以写为：

iċe = −ge−i(ω−ωeg)tcg

iċg = −g∗ei(ω−ωeg)tce
(52)

这个二阶常微分方程解法很多，包括傅里叶变换等。注意到我们可以通过接下来会详细介绍的“旋

转波变换”将这个方程变成不含时的二阶微分方程：令 ce → cee
−iωegt/2, cg → cge

iωegt/2, 可得：

iċe =
∆
2
ce − gcg

iċg = −∆
2
cg − g∗ce

(53)

这个方程就可以运用接下来我们要说的布洛赫球方法了。在此不赘述，仅考察 ∆ = ω−ωeg = 0的

共振情形。此时有：

ce(t) = cos(|g|t)

cg(t) = isin(|g|t)

见图 (3).
因此，在单模光场和二能级原子腔耦合的情况下，原子和光场可以实现相干的能量交换。实际情

况下，原子和其他电磁波模式的耦合难以被忽略，式 (52) 将被扩展为无穷维的微分方程组，相应解法
必须用到含时微扰技术才能提取有用信息。

C. 激光原理简介

激光，英文是 Laser, 全称是“受激辐射的光放大”。因此，激光和“光放大”物理密不可分。
理解“光放大”的一个好的方法是首先理解“光减弱”。我们回到式 (50),
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图 3. Two level system

HJC = −h̄ge−i(ω−ωeg)taσ+ + h.c.

我们试着写出体系的海森堡方程。运用这些互易关系: [a, a†] = 1, [σ−, σ+] = σz, [σ−, σz] = −2σ−,
[σ+, σz] = 2σ+, 有

iȧ = −g∗ei∆tσ−,

iσ̇− = ge−i∆taσz,

iσ̇+ = −g∗ei∆ta†σz,

iσ̇z = (2ge−i(ω−ωeg)taσ+ − h.c.)

(54)

式 (54) 看起来并不复杂，但注意是算符方程，实际上是没有解析解的。我们考虑式 (54) 算符的期
待值：ā = ⟨a⟩, σ̄± = ⟨σ±⟩，及 σ̄z = ⟨σz⟩. 进一步，我们考虑一个“瞬态过程”，二能级原子被制备在
基态，|ψ(0)⟩ = |g⟩, 所以有 σ̄z(0) = −1,σ̄±(0) = 0。那么在初始时刻，式 (54) 的前两个方程可以近似
写为：

i ˙̄a = −g∗ei∆tσ̄−,

i ˙̄σ− = −ge−i∆tā. (55)

这个方程从形式上来说，和我们已经介绍的“单光子拉比振荡”类似了。我们仅考虑一个最简单的情

况，∆ = ω − ωeg = 0 共振，且光子态的初态是 |α⟩ 态, 因此有 ā(0) = α。我们同时将 g 的相因子吸收

到 a 里面，就有：

ā(t) = αcos(|g|δt),
σ̄−(t) = iαsin(|g|δt). (56)

显然，这个式子只有在 |αg|δt≪ 1 的时候是成立的。我们发现在初期，光场的振幅 α 随时间会下

降，原子的相干性 σ̄−(t) 会随时间上升。

接下来我们考虑“连续注入”场景。考虑一串 |g⟩ 基态的原子依次通过光学腔，和光场作用，并且
在 δt≪ 1/|α(t)g| 的一段 δt 时间后离开。因此从光场看来，好像源源不断地总有基态原子出现，稍被

激发后就离开了。可以预期，这些原子对光的吸收将导致相干态振幅最后衰减到零：α(t) → 0。
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好了，接下来我们考虑另一个情况，注入激发态原子 |e⟩, 式 (55) 改写为：

i ˙̄a = −g∗ei∆tσ̄−,

i ˙̄σ− = ge−i∆tā. (57)

我们同样发现，在 ∆ = 0 共振时，有

ā(t) = αe|g|δt,

σ̄−(t) = iα(e|g|δt − 1), . (58)

如果我们源源不断地注入 |e⟩ 原子，那么最后会有:

ā(t) → αe|g|t (59)

被指数放大。

考虑一下：如果 α = 0, 即光场的初态时真空态，会是啥情况？在被激发态原子源源不断地” 泵浦
“的情形下，真空态是不稳定的，任何一下小的 ā 振幅都会被指数放大。事实上，这样的情况下光场的

振幅会发生”自发对称破缺“，选择一个相位后，以 α(t)不断被”自激”振荡放大。当然，这样的放大最
后会被两类损耗抵消，第一类是线性损耗，我们计做 ˙̄a = −κ/2ā，这个 κ 因子可以是因为光学腔漏光，

我们下半学期会详细解释。另以方面，当光振幅太强后，式 (57) 的初始态近似就不成立了 (|αg|δt≪ 1

越来越难被满足)，激发态原子带来的光场增益效应会饱和，我们计这个效应为 ˙̄a = −γ|ā|2ā, 结合式
(57)，我们可以形式化的写出：

˙̄a = (|g| − κ

2
− γ|ā|2)ā (60)

这个方程是最简单的激光模型，却涵盖了重要的物理思想。记生成该方程的势能函数为 V (α), 满
足 α̇ = ∂α∗V (α)，有

V (α) = (|g| − κ

2
)|α|2 − 1

2
γ|α|4 (61)

我们将 V (α) 展示于图 (4) 的相空间。
1) 阈值及非线性稳定解：
阈值以下，|g| < κ/2，系统在真空态 ā = 0 是稳定的。

阈值以上，|g| > κ/2，存在一类非线性稳定解:

āL =

√
|g| − κ/2

γ
eiϕ (62)

注意，这儿光场的相位 ϕ 完全是不确定，随机的。

2) 自发对称性破缺
从阈值以下到阈值以上，在像空间 (魏格纳函数）看来系统的稳定解由真空态移动到以 āL 为半经

的圆上。实际情况是任何一点 U(1) 非对称微扰都会导致系统选择一个相位 ϕssb，系统态矢量从而会逼

近相干态 |αssb⟩

αssb =

√
|g| − κ/2

γ
eiϕssb (63)

14



图 4. Laser action as a process of spontaneous breaking of U(1) symmetry (a,c) and corresponding light field evolution
(b,d).

在这样理想状态下，激光的线宽由相位的随机行走速度决定：∆f ∼
√

⟨(ϕ̇ssb)2⟩。随机行走的驱动
力，和光学模式本身的线性耗散 κ 相关，也和二能级原子的自发辐射 Γ (再下节课介绍）相关，通过对
增益介质稳态泵浦下受激辐射光放大更加细致的分析，可以得到著名的 Schawlow-Townes 激光线宽公
式：

∆fST

f
=

h̄

2Pout

(
γ⊥κ

γ⊥ + κ

)2

, (64)

其中 f 是激光本身的中心频率，f = ω/2π = ωeg/2π。γ⊥ ∼ Γ/2 是二能级原子的”横向弛豫“常数。

Pout 是稳态运行下激光的输出功率。实际情况下，在光学波段，由于光学腔机械振动等各种原因，这

个极限是非常难达到的，

D. 微波激射

氢钟和 21 厘米线

E. 激光要素

最后，实际生活中的激光可以总结以下如下三个要素：

1）光学腔
2）增益介质
3）阈值上模式竞争
连续激光

锁模激光
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VI. 第一次作业的第三部分

1. 请结合上下文，详细推导式 (17).
2. 请结合上下文，详细推导式 (28).
3. 试结合上下文，证明式 (32).
4. 请结合上下文，详细推导式（35).
5. 请结合上下文，完成式 (40) 的推导，写出 w(α, α∗) 的最终表达式，并就 α0 = 3+2i 在 (αr, αi)

二维平面作图。

6. 考察式 (51) 初条件，及薛定谔方程式 (52)。如果我们将初条件改为更加一般的 |ψ(t = 0)⟩ =

|e, n⟩，即原子初始时刻在基态，而单模光场在 n 光子 Fock 态，请给出相应的 |ψ(t)⟩ 表达式，及和式
(52) 类似的运动方程。
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