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电磁场的量子化
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本文档随教学进程跟新。

I. MAXWELL 方程的正则量子化

上一节课，我们讨论了牛顿力学的“正则量子化”，其关键在于找到体系的“正则坐标”和“正则

动量”。这一方法可以沿用来对“经典场”进行量子化。第一步，是找到“场”的“正则坐标”和“正

则动量”。

我们考察真空中的 Maxwell 方程：

∇ · E = 0

∇ · B = 0

∇× E = −∂tB

∇× B =
1

c2
∂tE

其中 c = 299792458 米/秒是真空光速。
我们希望找到电磁场的哈密顿量，将之表达成正则坐标和正则动量的函数，并且将这四个方程写

成哈密顿方程的形式。

在做这件事之前，让我们首先回顾耦合谐振子的经典力学正则表达和量子化。我们会发现，耦合

谐振子和场的描述，在数学结构上是一一对应的。

A. 耦合谐振子

图 1. Coupled harmonic oscillators. To map the parameters to Eq. (1), we have ω0 =
√

g/l and ωc =
√

k/m.

如图 (1) 的耦合谐振子阵列，拉格朗日量的写法：

L =
m

2

∑(
q̇2j − (ω2

0q
2
j +

1

2
ω2
c (q

2
j,j−1 + q2j+1,j))

)
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引入动量 pj = mq̇j , 哈密顿量的写法：

H =
∑
j

(
p2j
2m

+
1

2
m(ω2

0q
2
j +

1

2
ω2(q2j,j−1 + q2j+1,j))

)
(1)

可以直接量子化：

[qj , pk] = ih̄δjk

注意，这儿 δjk 仅当 j = k 时为一，是上节课正则量子化中我们没提到的：对于不同的自由度，其正则

坐标，正则动量都是互易的。

然而这么干，有一点不方便：不同谐振子是耦合起来的，接下来解海森堡方程，会发现 qj ,pk 随着
时间演化，变得复杂，

q̇j = pj/m

ṗj = −m(ω2
0qj + ω2

c (2qj − qj−1 − qj+1)/2)
(2)

当然，这样的复杂，最终是难免的。然而在“自由场量子化“这一步，我们还是想尽量避免。方法

也很简单，我们可以做坐标变换，写出简振模式的坐标和动量：

Qj =
∑
k

ηjkqk

Pj =
∑
k

ηjkpk

使得

H =
∑
j

(
P 2
j

2m
+

1

2
mω2

jQ
2
j

)
ωj 为简振模式 j 的频率。这样的坐标变换，也叫”正则变换”, 变换矩阵 η 是正交矩阵: (η−1)jk =

ηkj。接下来就好办了，引入互易关系

[Qj , Pk] = ih̄δjk

等等，不再继续。接下来，为了更加明显的将上述式 (2) 的对角化过程和波动方程本征模式解联系，我
们考虑机械波的量子化。

B. 机械波的量子化

仍然从图 (1) 出发，我们考虑沿着 x 方向定义机械波场 q(x), 第 j 个振子的振幅可以取样为 qj =

q(xj)。式 (2) 中的最后一项可以近似写为:

ω2
c (2qj − qj−1 − qj+1)/2 ≈ −ω2

c∆x
2∂2

xq(xj)

接下来我们认为，相对于我们关心的 qj , pj 振动模式随其位置 xj 的空间变化，∆x 足够小，因此

(q(xj), p(xj)) 足以描述 (qj , pj)。令 vc = ωc∆x 不变, 从式 (2) 我们发现:

(∂2
t − v2c∂

2
x)q(x, t) = −ω2

0q(x, t). (3)
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相应的，式 (1) 变为:

H =

∫ L

0

dx
∆x

(
1

2m
p(x, t)2 +

m

2
(ω2

0q(x, t)
2 + v2c (∂xq(x, t))

2)). (4)

其中 L 是耦合振子串的总长度，L = N∆x。

式 (3) 机械波有通解：
q(x, t) =

∑
k

fk(x)αke
−iωkt + c.c., (5)

其中本征模式函数

fk(x, t) =
1√
L
eikx

有色散关系

ω2
k = ω2

0 + k2v2c . (6)

注意，模式函数是正交归一且完备的：∫
dxf∗

k (x)fk′(x) = δk,k′ ,

1

2π

∑
k

f∗
k (x)fk(x

′) = δ(x− x′).
(7)

接下来，我们将式 (4) 哈密顿量按照本征模式系数展开，同时注意到正则动量场

p(x, t) = −i
∑
k

mωkfk(x)αke
−iωkt + c.c. (8)

这里 c.c. 是对公式中前一项做厄密共轭的意思。

我们有

H =
σ

2

∑
k

4ω2
k|αk|2. (9)

其中 σ = m/∆x 为机械波振子链的“线密度”。

从式 (9)，我们可以凑一下本征模式振动的“简正坐标”和“动量”：

Qk(t) = iαk(t) + c.c.,

Pk(t) = σωkαk(t) + c.c.
(10)

其中 αk(t) ≡ αke
−iωkt，从而有

H =
∑
k

P 2
k

2σ
+

1

2
σω2

kQ
2
k (11)

正则量子化：我们引入 Q̂k, P̂k 及互易关系

[Qk, Pk′ ] = ih̄δk,k′

或者，互易关系也可以由升降算符引入：令

Qk =

√
h̄

2σωk

(ak + a†k)
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Pk =

√
h̄σωk

2

ak − a†k
i

则互易关系可以写为：

[ak, a
†
k′ ] = δk,k′

[ak, ak′ ] = 0

[a†k, a
†
k′ ] = 0

量子化机械振动场的哈密顿量可以写成：

H =
∑
k

1

2
h̄ωk(a

†
kak + aka

†
k)

=
∑
k

h̄ωk(a
†
kak +

1

2
) (12)

可以定义机械波的真空态 ak|V ⟩ = 0，有机械波的“数态”

|n⟩k =
(a†k)

n

√
n!

|V ⟩

讨论：式 (5)(12) 中对 k 求和的上限需要满足 |k| < 1/∆x，因此零点能并不发散。事实上，因为

这个 k 空间的限制，式 (7) 正交完备关系中的狄拉克 δ(x) 函数也只能定义在 ∆x 尺度上光滑的函数空

间。

由互易关系，我们容易得到海森堡图像下升降算符的演化：

iȧk = ωkak

iȧ†k = −ωka
†
k

因此有 ak(t) = ak(0)e
−iωkt，a†k(t) = a†k(0)e

iωkt.
我们可以用 ak, a

†
k 来表示量子化机械波振幅和动量算符：

q(x, t) = i
∑
k

√
h̄

2σLωk

eikxake
−iωkt + h.c.,

p(x, t) =
∑
k

√
h̄σωk

2L
eikxake

−iωkt + h.c.

(13)

这里 h.c. 是对公式中前一项做厄密共轭的意思。对 q, p 的实空间量子化表述有利于我们在实验室空间

描述耦合振子和外界的局部相互作用。

系统的量子态由简振模式的谐振子态直积描述。系统的本征态 |n⟩ ≡ |...nj ...⟩ 可以简记为:

|n⟩ =
∏
j

|nj⟩j

注意，这儿
∏

j 代表 Hilbert 子空间态矢量的“直乘”。例如，我们考虑第 j 个模式的激发数为 nj , 第
k 个模式的激发数为 nk, 那么联合系统的量子态可以由各自量子态直积而得, 记为 |nj⟩j |nk⟩k, 或者简
单写为 |nj , nk⟩，等。
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对于一般的机械波量子态，可以展开：

|ψ⟩ =
∑

...nj ...

c...nj ...|...nj ...⟩

讨论：图 (1) 系统的机械波能体现出什么样的量子特性？

1. 量子化能谱？

2. 激发的波粒二相性?

3. 多激发间的量子纠缠？

4. 零点能？

5. …

主要困难在那儿？如何设计实验，增强这样的量子特性？

C. 电磁场的自由度讨论

要找到电磁场的简正坐标和动量，我们需要明确其自由度。这可以和上述耦合谐振子做一个类比。

首先，我们考虑一根琴弦，将琴弦的振动”粗粒化“，其每一个方向的振动可以认为是一维排列的耦

合谐振子，自由度的个数由按照粗粒化的细度 Λ，以及弦的长度 L决定，自由度数目大概是 Fs = L/Λ。

三维”标量场“，可以认为是三维的琴弦。其自由度基本上是 F3 = F 3
s。

好了，那么电磁场的自由度是多少呢？我们有电场，有磁场，每个场都是矢量，有 3 个方向，似
乎电磁场的自由度是 6F3?
我们发现，电磁场有不少自由度都是冗余的，另一些自由度和物质耦合，详细处理需要运用规范场

论的技术。

这儿我们只给出最后的结论：对于自由场，可以确定规范，将电磁场自由度减少到 2F3。直观的来

说，就是自由电磁场的辐射是横波。

D. 矢量势

Maxwell方程中的散度方程不牵涉含时演化，可以认为是约束条件。方程可以通过引入势场 {A, φ}
来化简。对于自由场来说，最方便的方法是约定 φ = 0 及 ∇ · A = 0 (库伦规范)，那么有:

E = −∂tA

B = ∇× A

而矢量势本身满足:
∂2
t A − c2∇2A = 0 (14)

即可保证四个 Maxwell 方程全部成立。
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E. 电磁场本征模式

偏微分方程 (14) 的解可以由如下本征方程的解展开：

ω2A + c2∇2A = 0 (15)

我们引入满足上式的归一化模式函数：fk,s(r), 其中 s 指标代表模式的偏振方向，本征频率 ω = ωk

由色散关系决定，ωk = c|k|, 有

∫
V

d3r f∗k,s(r) · fk′,s′(r) = δk,k′δs,s′ (16)

其中 V 为被考察的电磁体系的体积，这儿我们设周期性边条件，边长为 L, 记总体积 V = L3。那

么矢量势可以以通解的形式展开为：

A(r, t) =
∑
s

V

8π3

∫
d3k αk,s(t)fk,s(r) + c.c. (17)

αk,s(t) 为展开系数。

αk,s(t) = αk,s(0)e
−iωkt

.
这一步，相当于此前耦合谐振子里面的“正则变换”，把自由场的空间耦合对角化了。

注意，我们也常常这么写式 (17) ：

A(r, t) =
∑
k,s

αk,s(t)fk,s(r) + c.c. (18)

F. 平面波模式

在以上我们考察的边条件下，很容易写出模式函数的具体形式：

fk,s(r) =
1√
V

eseik·r

注意到我们已经约定了矢量势的横波性，∇ · A = 0, 因此我们有，对每个平面波模式 fk,s(r) 来说：

k · es = 0

注意真空色散关系 ωk = c|k|，及 s = 1, 2 代表沿着 k 方向传播光场模式的两个垂直偏振态。
和同学们在热统等课程中得到的结论一样，在大的自由空间 V 下，自由空间形式，边条件及模式

函数的选择，并不影响局部的观测量，可以以方便电磁场模式展开研究具体问题为准。这儿，平面波

模式对于形式化讨论场的性质是方便的。然而平面波需要充满整个空间，周期性边条件更加难以获得。

因此平面波模式 {fk,s} 展开对于实际物理问题讨论常常并不方便。这个时候，我们可以引入我们特定
关心的模式（如高斯光束），并将其他的模式正交化，获得正交模式函数为 {gk,s} 即可。相关光场展开
模式变换技术见如下讨论。
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G. 电磁场哈密顿量” 在简正坐标动量下” 的正则表达

接下来我们不再就 Maxwell 方程的拉格朗日变分表达赘述（见 Steck 第 8 章), 而是直接运用我们
的电动力学知识，在本征模式下以正则坐标和动量写出电磁场的哈密顿量。对于每个模式 fk,s, 我们记
该模式的”正则坐标“为

Qk,s(t) = −iαk,s(t) + c.c.

引入：

Pk,s(t) = −ε0ωkαk,s(t) + c.c.

那么，由电磁场哈密顿量

H =
ε0
2

∫
d3r

(
∂tA2 + c2(∇× A)2

)
带入展开式 (17)，结合 fs 的本征函数特性化简，我们可以得到：

H =
ε0
2

∑
k,s

4|αk,s|2ω2
k

=
∑
k,s

P 2
k,s

2ε0
+

1

2
ε0ω

2
kQ

2
k,s

这样，自由电磁场和一堆独立的谐振子就完全同构了。而 Qk,s 和 Pk,s 作为 fk,s 模式的正则坐标和

正则动量也显而易见。

H. 量子化

引入无量纲的升降算符：

Qk,s =

√
h̄

2ε0ωk
(ak,s + a†k,s)

Pk,s =

√
h̄ε0ωk

2

ak,s − a†k,s
i

电磁场算符的互易关系可以写为：

[ak,s, a
†
k′,s′ ] = δk,k′δs,s′

[ak,s, ak′,s′ ] = 0

[a†k,s, a
†
k′,s′ ] = 0

自由场的哈密顿量因此可以写成：

H =
∑

k,s
1
2
h̄ωk(a

†
k,sak,s + ak,sa

†
k,s)

=
∑

k,s h̄ωk(a
†
k,sak,s +

1
2
)

(19)

注意真空色散关系 ωk = c|k|，及 s = 1, 2 代表沿着 k 方向传播光场模式的两个垂直偏振态。
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I. 光子数算符

引入单模光场的光子数算符

nk,s = a†k,sak,s

那么我们自然有：

[ak,s, nk,s] = ak,s

[a†k,s, nk,s] = −a†k,s
哈密顿量也可以相应写成

H =
∑
k,s

h̄ωk(nk,s +
1

2
)

由 a, a† 和 n 的互易关系，我们可以即刻写除海森堡方程

iȧk,s = ωkak,s

iȧ†k,s = −ωka
†
k,s

因此，在海森堡表象下，我们有：

ak,s(t) = ak,s(0)e
−iωkt

a†k,s(t) = a†k,s(0)e
iωkt

本课程中，我们常简记 ak,s(0), a
†
k,s(0) 为 ak,s, a

†
k,s。另一些时候，我们会简记海森堡绘景下的

ak,s(t), a
†
k,s(t) 为 ak,s, a

†
k,s，只要是在不会引起误会的情况下。

J. Fock 态

显然，自由场电磁场的态空间是不同 fk,s 模式谐振子态的直积。我们对基态的直积称为真空态，记

为 |V ⟩, 对于任何一个模式 j 来说，其量子态可以由谐振子的本征态构成：

|n⟩j =
(a†j)

n

√
n!

|V ⟩

使得

n̂j |n⟩j = n|n⟩j

电磁场的多模”Fock” 态可以记为 |n⟩ ≡ |...nj ...⟩, 代表模式 j 有 nj 个光子。Fock 态是自由电磁场
的本征态：

H|n⟩ =
∑
j

h̄ωj(nj +
1

2
)|n⟩

注意，本课程我们也常常简化电磁场模式指标 k, s→ j。
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K. 电磁场态矢量的 Fock 态展开

电磁场希尔伯特空间的态矢量可以写为：

|ψ⟩ =
∑
nk,s

c...nk,s...|..., nk,s, ...⟩

即：所有电磁场模式的本征态排列组合的直积的线性叠加。

|ψ⟩ =
∑

...nj ...

c...nj ...|..., nj , ...⟩

II. 电磁算符和磁场算符

由以上推导可知量子化电磁场过程中 −iαk,s →
√

h̄
2ε0ωk

ak,s, 由式 (18) 我们有矢量势算符：

A(r, t) =
∑
k,s

i

√
h̄

2ε0V ωk
eseik·rak,se

−iωkt + h.c. (20)

注意：我们已经将 ak,s(t) = ak,se
−iωkt 带入。可见，式 (20) 的写法是矢量场算符的海森堡绘景下

的表达。

注意式 (20) 及以下均有约束条件: k · es = 0。

电场算符：

E(r, t) =
∑
k,s

√
h̄ωk

2ε0V
eseik·rak,se

−iωkt + h.c. (21)

磁场算符：

B(r, t) = −
∑
k,s

√
h̄

2ε0V ωk
(k × es)eik·rak,se

−iωkt + h.c. (22)

和耦合谐振子类似，我们将场算符表达出来，是因为接下来我们希望考察电磁场和外界的相互作

用，而这些相互作用常常并不是直接和某个 fk,s 模式耦合，而是和局域电磁场耦合。

A. 用电场代表电磁场

我们已经知道，在库伦规范下的自由电磁场都是由矢量势 A 决定的。本课程中，我们特别强调电
场 E，原因是接下来在光和物质相互作用过程中我们会应用电偶极近似，相互作用可以用 E(r, t) · d 表
达。在我们的课程中，电磁算符如此重要，我们再仔细讨论一下。

注意到电磁场算符对应于物理课观测的量，都是厄密算符，升降算符不是。电磁场算符可以可以

分解为降算符部分 E(+) 和升算符部分 E(−), 我们引入单光子电场强度,

Ek,s =

√
h̄ωk

2ε0V
eseik·r (23)

以下，为记号简单，我们常隐去模场偏振的 s 指标, 有电场的正频分量：
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E(+)(r, t) =
∑
k,s

Ek,sake
−iωkt (24)

而 E(−)(r, t) = (E(+)(r, t))†, 从而有

E(r, t) = E(+)(r, t) + E(−)(r, t)

B. 小练习 (可跳过)

试计算如下互易子：

[E(+)(r, t),E(−)(r′, t′)] (25)

我们将式 (24) 带入, 得

[E(+)(r, t),E(−)(r′, t′)] =
∑
k,s

Ek,s(r)E∗
k,s(r′)e−iωk(t−t′)

做连续化替换: ∑
k

→ V

8π3

∫
d3k, (26)

有

[E(+)(r, t),E(−)(r′, t′)] =
∫

d3k h̄c

16π3ε0
k
∑
s

ese∗seik·(r−r′)−iωk(t−t′)

注意这儿有并矢 ese∗s 且 es · k = 0，可以通过笛卡尔坐标的“完备关系”，exex + eyey + ezez = 1
化简， ∑

s

ese∗s = 1 − kk
k2

因此有 …

III. 真空态下电磁场的观测

我们已经提到真空态 |V ⟩ 是所有电磁场模式基态的直积。注意到，电磁场基态的能量期待值是发
散的：

E0 = ⟨V |H|V ⟩ =
∑

k

1

2
h̄ωk → ∞

这是啥意思呢？写得具体一些：

⟨V |H|V ⟩ = h̄cV

4π3

∫ π

0

sinθdθ
∫ 2π

0

dϕ
∫ K

0

k2dkk|K→∞,

=
h̄cV

4π2
K4|K→∞

(27)

和式 (12) 机械波类似，如果我们考虑的体系 V 有限，且光场本征模式最大波数 K 或者最小波长

Λ = 2π/K 是有限的，有一个“截断”值，则真空零点能 E0 就是有限的了。注意到这个能量和体积 V

11



成正比，因此，按照“功能原理”，如果体系的边界可以移动，则一般来说边界会互相“吸引”，让 V

下降。这个分析方法，实际上对应的是喀什米尔力的分析方法。一个典型案例是考虑两块导电平板之

间的吸引力。

本课程中，我们关心的是电磁场和量子化体积内物质的相互作用，那么零点能 E0 就是一个常数，

没有多大关系。计算的时候，我们常常就简单的忽略了：

H → H − E0

我们也可以计算电场算符的期待值：

⟨V |E(r, t)|V ⟩ = 0

这是因为电场算符由 a, a† 构成，a|V ⟩ = 0, ⟨V |a† = 0。

那么，接下里，我们算一算电场强度的真空涨落：

∆E(r, t) =
√
⟨V ||E2(r, t)||V ⟩ − ⟨V ||E(r, t)||V ⟩2

将 E = E(+) + E(+) 分解为仅有 a 和仅有 a† 的分量，我们发现：

⟨V ||E(r, t)|2|V ⟩ = ⟨V |E(+)(r, t) · E(−)(r, t)|V ⟩

=
∑
k,s

|Ek,s|2

因此，虽然电场在真空态下的期待值是零，但是涨落也几乎是无穷大的，联系到真空零点能 E0 的

表达，我们有：

∆E(r, t)|vacuum =

√
E0

ε0V

这种涨落物理吗？当前，我们的物理模型本身是简单的，这种无穷大的涨落对应于“截断波数”K

无穷大，当然是不物理的。在更加全面的模型中，K 的截断和更深层次的物理相关，包括和电子-正电
子相互作用能标 –康普顿波长 λc = h̄/mec。我们发现，在那样的描述下，电子在真空中是“不断抖动”

的，而驱动这样的“抖动”的场，正是真空电磁涨落。

如你们预期的，我们这节课不能讲这些，在计算电磁场相关量的时候，遇到类似的发散，我们提取

其中“物理”的部分，把其他的“无穷大”简单的忽略掉。

A. 光场算符的模式变换

注意到实际应用中，对算符的模式分解是希望分解到“好用”的模式上，我们考虑包含这些“好

用”模式的电磁场模式函数集合为 {gl}，那么，电场算符也可以表达为

E(r, t) =
∑
l

E
′

l bl + h.c.

如果模式函数存在幺正变换关系：

E
′

l =
∑
k

SlkEk. (28)
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其中 S 矩阵的幺正性是说： ∑
k

S∗
klSkl′ = δll′

带入，我们有

E(r, t) =
∑
l

∑
k

SlkEkbl + h.c.

那么很显然

∑
l

Slkbl = ak

更加方便的记法是：

b†l =
∑
k

Slka
†
k (29)

注意，由式 (28)(29), 模式函数变换矩阵，对应于升算符的变换矩阵。

IV. 光场算符的模式分解

以上我们对电磁场算符和态矢量的表达，都兼顾了所有的电磁场模式 {fk,s}。接下来，我们要做的
一系列计算和推导，这样的写法非常累赘。注意到自由电磁场不同模式的演化是独立的。

一般来说，对于特定的模式函数集 {gl}，我们完全可以将算符做模式分解 (为方便起见，假设模式
频率和平面波模式频率一一对应）：

Hl = (nl +
1

2
)h̄ωl

El(r, t) = E
′

l (r)ble−iωlt + h.c.

在不产生误会的情况下，我们会忽略模式 E ′

l 上标
′.

直接作用到描述相应模式的谐振子态矢量 |ψ⟩l =
∑

n cn|n⟩l 上。
在不产生误会的情况下，我们甚至会忽略模式下标 l.

V. GLAUBER 相干态

由于自由电磁场动力学就是不同模式谐振子动力学的直积，那么，我们此前讨论的谐振子位移算

符和相干态当然可以套用。

注意到，我们对我们熟悉的谐振子的位移和动量有很好的直觉图像。这儿，当我们考察电磁场单

个模式的“相空间”位移时，可以和谐振子图像做一个直接类比，建立物理图像，培养直觉。

对于任何一个模式 fl, 我们可以写出该模式的位移算符：

Dl(α) = eαa
†
l−α∗al

那么，该模式的光子相干态就可以写为：

13



|α⟩l = Dl(α)|V ⟩

一般来说，相干态可以由多模位移算符作用到真空实现：

D(α) =
∏

Dl(αl) = e
∑

l αla
†
l−h.c.

相应相干态的态矢量可以写为：

|α⟩ ≡ |..., αl, ...⟩ = D(α)|V ⟩

我们已经知道，相干态 |α⟩ 是降算符 a 的本征态，那么自然有：

E(+)(r, t)|α⟩ =
∑

l Elαl|α⟩
⟨α|E(−)(r, t) = ⟨α|

∑
l E∗

l α
∗
l

(30)

进而有

A. 场算符的期待值及经典对应

⟨α|E(r, t)|α⟩ = Eal→αl,a
†
l→α∗

l
(r, t)

就是说，相干态下电场算符的期待值的计算非常简单，就是把所有 a 算符用相应相空间位移量 α

代替，把所有 a† 算符用相应相空间位移量 α∗ 代替，因此算符就变成复数了。

事实上，我们的经典电动力学直觉均建立在相干态基础上，

E(r, t) → E(r, t)α

第一个指出这个事实的，应该是 Roy Glauber
另一方面，电磁场能量的期待值可以很方便的计算

⟨α|H|α⟩ = Hal→αl,a
†
l→α∗

l
=

∑
l

h̄ωl(|αl|2 +
1

2
)

B. 正则排序

事实上，由式 (30) 我们发现如下规律：

⟨α|E(−)E(−)...E(+)E(+)|α⟩ = (E(−)E(−)...E(+)E(+))aj→αj ,a
†
j→α∗

j

这儿 E(−)E(−)...E(+)E(+) 是说把所有光场算符的正频分量放右边，负频分量放左边。更加一般的

来说，我们定义场算符 f(a, a+) 的“正则排序”:

N̂ [f(a, a†)] =
∑

cm,n(a
†)man
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即不管算符 f(a, a†) 具体形式如何，我们将之泰勒展开后，总是把升算符往左，降算符往右。多模

推广也是显然的。

那么相干态有如下特点：

⟨α|N̂ [f(a, a†)]|α⟩ = f(α, α∗) (31)

C. 相干态下电磁场的涨落

有了式 (31), 计算相干态下观测量就变得很方便，基本上就是把算符由互易子做加减法，最后成为
正则排序。举例来说，

⟨α|n2|α⟩ = ⟨α|a†aa†a|α⟩

= ⟨α|a†a†aa|α⟩+ ⟨α|a†[a, a†]a|α⟩

= |α|4 + |α|2

我们发现：

∆n|α⟩ =
√
⟨n2⟩ − ⟨n⟩2 = |α|

类似的，为计算电场的涨落

⟨α||E|2|α⟩ = ⟨α|E(−) · E(−) + E(−) · E(+) + E(+) · E(−) + E(+) · E(+)|α⟩

= ⟨α|E|α⟩2 + ⟨α|
∑

j=x,y,z

[E(+)
j ,E(−)

j ]|α⟩

因此我们容易得到：

∆E||α⟩ =
√∑

l

|El|2 = ∆Evacuum

相干态的电场期待值可以非常大 (α≫ 1)，但是，涨落却和真空涨落大小是一样的。因此相干态下
的电场很接近经典电磁波。

VI. 热态

以上的 Fock 态，相干态，等，都是电磁场的纯态，可以写成 ρ = |ψ⟩⟨ψ| 的密度矩阵形式，计算熵，
S = −trace(ρlnρ) = 0。

人类的知识是有限的，一般来说，电磁场的量子态是混合态，一个最常见的混合态是热态。

我们考虑单模光场 fk 模式，由热统知识，我们知道该模式的密度矩阵可以写为：

ρ =
1

Z
e−βH

其中 β = 1/kBT , kB = 1.38× 10−23 焦耳/卡尔文是玻尔兹曼常数，T 是体系温度。
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由 H = h̄ω(n̂+ 1/2), 我们可以将 ρ 在 Fock 表象下展开（注意零点能可以被配分函数 Z 吸收)：

ρmn =
1

Z
e−nβh̄ωδmn

有 trace(ρ) =
∑
ρnn = 1，我们发现

Z =
1

1− e−βh̄ω

我们可以算一下平均光子数：

n̄ = trace(ρn)

=
1

Z

∑
n

ne−nβh̄ω

= − 1

h̄ωZ
∂βZ

=
1

eβh̄ω − 1

讨论：对于可见光，h̄ω ∼ 1eV , 对应温度为 T ∼ 1eV /kB ∼ 105K，因此，在自然界，热光源几乎
总是有 n̄≪ 1.
我们还可以算一下平均光子数平方

n2 = trace(ρn2),

=
1

Z

∑
n

n2e−nβh̄ω,

=
1

(h̄ω)2Z
∂2
βZ,

= 2n̄2 + n̄.

(32)

因此，我们发现，热态的光子数涨落是很大的,

∆nβ =
√
n2 − n̄2 =

√
n̄2 + n̄ (33)

竟然有 ∆n > n̄.

VII. 光场模式的慢变化振幅近似

我们回到自由电场的波动方程：

(∂2
t − c2∇2)E = 0

我们已经有平面波解 fk,se
−iωkt = 1√

V
eseik·r−iωkt。
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接下来，我们考察波动方程的如下解：E = A(r, t)esei(k·r−ω0t), k = (0, 0, k0) 沿着 z 方向，并且假

设包络函数 A(r, t) 是缓变的：

|∂2
tA| ≪ ω0|∂tA|

|∇2A| ≪ k0|∇A|

在该慢变化振幅极限下，我们有:

i(∂z +
1

c
∂t)A(r⊥, z, t) = −∇2

⊥
2k0

A(r⊥, z, t) (34)

其中 ∇⊥ = (∂x, ∂y) 是垂直于光传播方向的 ∇ 算符。

VIII. 第一次作业的第二部分

1. 考察式 (12) 哈密顿量及式 (13) 海森堡表象下振幅 q 及动量 p 算符。写出 q,p 算符在薛定谔表
象下的表达式。

2. 仍考察式 (12) 哈密顿量，在本题中记为 H0，引入外界扰动

V =

∫
dxF (x)q(x)

其中 F (x) = F0cos(ωF t)δ(x) 是周期性驱动力，作用在坐标原点 x = 0。

因此总哈密顿量成为

H = H0 + V

。请写出 V− 相互作用表象下的哈密顿量，并规整出 HI =
∑
gk(t)ak + h.c. 的形式。

3. 继续上一题，我们考虑机械波的初态是真空态，|ψ(0)⟩ = |V ⟩, 试论证 |ψ(t)⟩ 必为某种相干态∏
kDk(αk)|V ⟩。

4. 联系上下文，从式 (28) 详细推导式 (29).
5. 详细推导式 (32)

17


